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INTISARI

Metode Dekomposisi Adomian (MDA) merupakan suatu metode yang digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial linear maupun tak linear. Persamaan diferensial seringkali dilengkapi dengan
Masalah Nilai Awal (MNA). Pada penerapannya, modifikasi Metode Dekomposisi Adomian
menghasilkan penyelesaian yang lebih mendekati penyelesaian eksak dibandingkan Metode Dekomposisi
Adomian. Metode Dekomposisi Adomian dimodifikasi pada bagian operator linear L, kemudian
didekomposisi pada bagian tak linear sehingga diperoleh persamaan rekursif yang digunakan untuk
menghasilkan penyelesaian pendekatan eksaknya. Keakuratan penggunaan modifikasi Metode
Dekomposisi Adomian diperlihatkan pada beberapa contoh soal. Hasil perhitungan menunjukkan bahwa
penyelesaian yang diperoleh menggunakan modifikasi Metode Dekomposisi Adomian sama dengan
penyelesaian eksaknya. Sedangkan pada contoh soal yang lain diperlihatkan bahwa modifikasi Metode
Dekomposisi Adomian lebih efektif digunakan untuk menyelesaikan Masalah Nilai Awal pada Persamaan
Diferensial Biasa orde dua dibanding Metode Dekomposisi Adomian.
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PENDAHULUAN

Persamaan diferensial merupakan salah satu cabang dari matematika yang banyak dikembangkan
pada berbagai bidang ilmu seperti fisika, teknik, biologi, kimia, ekologi, ekonomi dan banyak juga
digunakan untuk menyelesaikan masalah yang dihadapi dalam ilmu-ilmu lain. Persamaan diferensial
dilengkapi dengan nilai awal dan nilai batas. Masalah persamaan diferensial yang dilengkapi dengan
nilai awal disebut masalah nilai awal, sedangkan masalah persamaan diferensial yang dilengkapi
dengan nilai batas disebut masalah nilai batas. Beberapa tahun terakhir studi Masalah Nilai Awal
(MNA) pada Persamaan Diferensial Biasa (PDB) telah banyak menarik perhatian matematikawan dan
fisikawan sehingga banyak literatur yang telah dikembangkan untuk menyelesaikan Masalah Nilai
Awal [1]. Metode dekomposisi dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan-persamaan
fungsional linear dan nonlinear, seperti persamaan diferensial aljabar, persamaan diferensial biasa,
persamaan diferensial parsial, persamaan diferensial integral yang selanjutnya disebut Metode
Dekomposisi Adomian (MDA). Metode Dekomposisi Adomian menyajikan penyelesaian dalam
bentuk deret [2].

Diberikan Persamaan Diferensial Biasa orde dua tak homogen dengan syarat awal ditulis sebagai

Masalah Nilai Awal berbentuk [3]

Y+ 2y 2Dy L fy) = g(),x £ 0n 20, YO =AY =B, (1
dengan f(x,y) adalah fungsi linear, g(x) adalah fungsi yang diberikan dan A, B adalah konstanta.
Penyelesaian (1) sulit diselesaikan secara analitik, sebagai alternatif dilakukan pendekatan
penyelesaian numerik untuk memperoleh penyelesaian yang mendekati penyelesaian eksaknya. Pada
penerapannya, ketika modifikasi Metode Dekomposisi Adomian digunakan untuk menyelesaikan
Persamaan (1) diperoleh hasil yang baik lebih mendekati penyelesaian eksaknya dibandingkan Metode
Dekomposisi Adomian.
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Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji penyelesaian Masalah Nilai Awal pada Persamaan
Diferensial Biasa orde dua dengan menggunakan modifikasi dari Metode Dekomposisi Adomian.
Penelitian ini difokuskan pada penyelesaian Persamaan Diferensial Biasa orde dua tak homogen
dengan bentuk Persamaan (1) dan bentuk f(x,y) linear. Penyelesaian Masalah Nilai Awal pada
Persamaan Diferensial Biasa orde dua menggunakan modifikasi Metode Dekomposisi Adomian
dimulai dengan perumusan Persamaan Diferensial Biasa orde dua dengan Masalah Nilai Awal,

kemudian menyatakan operator linear yang telah dimodifikasi dalam bentuk L =x‘":—;x"(.),

selanjutnya invers operator linear tersebut diaplikasikan pada kedua ruas persamaan dan kemudian
nilai awal disubtitusikan ke dalam persamaan tersebut. Langkah berikutnya menentukan persamaan
rekursif, kemudian menstubtitusikan nilai variabel bebas ke dalam persamaan rekursif untuk
memperoleh penyelesaian pendekatan eksaknya.

METODE DEKOMPOSISI ADOMIAN (MDA)
Diberikan Persamaan diferensial dengan bentuk persamaan operator sebagai berikut [2]

Fy(x) = g(x) )
dimana F merupakan operator diferensial biasa tak linear yang memiliki bagian linear dan tak linear.
Bagian linear dari F didekomposisikan menjadi L dan R dengan L merupakan operator linear yang
mempunyai invers L™, R merupakan operator linear lainnya. Bagian tak linear lain dari F dimisalkan
dengan N, sehingga Persamaan (2) dapat ditulis menjadi

Ly(x) + Ry(x) + Ny(x) = g(x)
atau dalam bentuk

Ly(x) = g(x) — Ry(x) — Ny (x). @)

2
Karena L yang didefinisikan sebagai L = %(.) dapat diinverskan yaitu L71(.) = [ [*(.) dxdx,
dengan (.) menyatakan suatu fungsi. Dengan menggunakan L~ pada kedua ruas Persamaan (3) maka

diperoleh
L'Ly(x) =L7'g(x) — L™'Ry(x) — L™'Ny(x) (4)

X rx d2
f f Pl y(x) dxdx =L tg(x) — L"'Ry(x) — L"!Ny(x)
o Jo

jx jxy”(x)dx dx =L1g(x) = L"'Ry(x) — L"*Ny(x)
o Jo

y(x) —y(0) —xy'(0) =L7*g(x) — L7'Ry(x) — L"'Ny(x)
sehingga diperoleh

y(x) =y(0) +xy'(0) + L7 g(x) — L™'Ry(x) — L™ 'Ny(x) (5)
Dalam Metode Dekomposisi Adomian diasumsikan penyelesaian persamaan diferensial y dalam
bentuk deret sebagai berikut

y@) = > 9 ©)
n=0

Bagian tak linear Ny(x) selanjutnya dimisalkan menjadi

Ny() = fG) = ) Ay ™)
n=0

dengan A,, merupakan Polinomial Adomian. A, didefinisikan oleh
n

An = el * () (®)

k=1
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dimana f*(y,) = d((y;z dan c(k,n) sebagai jumlah perkalian yang mungkin dari k komponen y

dengan jumlah indeks sama dengan n dibagi dengan faktorial jumlah indeks yang angkanya berulang.
Selanjutnya Persamaan (5) dapat ditulis menjadi

D =y +xy' (@) + 179~ LR i Yo — L7 i An ©
- a -

Dengan menyamakan indeks dari kedua ruas Persamaan (9) diperoleh relasi rekursif sebagai berikut

¥o =y(0) +xy'(0) + L 1g
y1 = —L7'Ry, — L7'4,

Yn+1 = —L7'Ry, — L"*A,, untuk n > 1
Penyelesaian pendekatan eksak dapat diperoleh dari

n-1
Yn = Eyk'n = 1'
k=0

lim,_ o Y, =y.

dengan

METODE DEKOMPOSISI ADOMIAN UNTUK MASALAH NILAI AWAL
Diberikan Masalah Nilai Awal pada persamaan diferensial orde dua dalam bentuk persamaan
berikut [4]
14 2 !
y'+sy +fxy) =g(x) (10)
y(0)=4,y'(0) =B

dimana f(x,y) adalah fungsi kontinu yang bernilai real, g(x) adalah fungsi yang diberikan, A dan B
adalah konstanta. Dengan operator linear L didefinisikan sebagai berikut:

_p d?
L=x 2ﬁxz(.), (11)
Selanjutnya Persamaan (10) dapat ditulis sebagai
Ly=9g() - f(xy) (12)
Invers operator L~! merupakan sebuah operator integral lipat dua yang didefinisikan
L) = foxx‘z foxxz(.)dxdx (13)

dengan (.) menyatakan suatu fungsi, kemudian subtitusi y’’ +§ y' pada Persamaan (10) ke dalam
Persamaan (13) maka diperoleh

X
(y+y szfx2y+ydxdx
0

0
x x

= fx_zfxz " (x) + 2xy" (x)dxdx = y(x) — y(0) — xy (0)
0
Dengan mengoperasikan L~ pada Persamaan (12), maka diperoleh

y(x) =A+Bx+ L 1g(x) — L7 f(x,y) (14)
Pada Metode Dekomposisi Adomian penyelesaian y(x) dan bentuk nonlinear f(x,y) diasumsikan
dalam bentuk deret

Yy = ) @), (15)
n=0
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dan

)= Ay (16)

dimana komponen y,, (x) dari penyelesaian y(x) ditentukan secara berulang.
Subtitusi Persamaan (15) dan (16) ke dalam Persamaan (14),

Zyn = A+ Bx+ L 1g(x) —L‘len 17)
=0 =0
dengan menggunakan Metode Dekomposisi Adomian, komponen y,, (x) dapat ditentukan sebagai
yo(x) = A+ Bx + L 1g(x) (18)
Yia1(X) = =L (Ay), k=0,

yang memberikan
yo(x) = A+ Bx + L 1g(x),
Y1(x) = _L_I(AO);

Dari Persamaan (8) dan (18), komponen y,(x) dapat ditentukan maka penyelesaian deret y, (x)
dalam Persamaan (15) dapat diperoleh. Dalam penerapannya, penyelesaian Y., vy, (x) tidak dapat
ditentukan, sehingga dilakukan penyelesaian pendekatan dengan deret terpotong

n-1
Yo = ZYk;n =1,
k=0

dengan lim,,_,, ¥, = y sebagai perkiraan penyelesaian eksak.

MODIFIKASI METODE DEKOMPOSISI ADOMIAN UNTUK MASALAH NILAI AWAL

Algoritma 1 [3] Diberikan Masalah Nilai Awal pada persamaan diferensial orde dua dalam bentuk
Persamaan (1) dengan operator linear L yang didefinisikan sebagai

L= x‘”;—;x"(.) (19)
Kemudian persamaan (1) dapat ditulis sebagai
Ly =g() - f(xy) (20)
Invers operator L~! merupakan sebuah operator integral lipat dua yang didefinisikan
LY =x ) o x™()dxdx (21)

dengan (.) merupakan sebuah fungsi. Kemudian subtitusi y'' + 27"31’ + "("—

ke dalam Persamaan (21) sehingga diperoleh

y pada Persamaan (1)

17 / n(n - 1) , Tl(Tl - 1)
(y + - T— =X f f T ) dxdx
=x " j(x y' (%) + nx™ 1y (x))dx
0
=y(x)
Dengan mengoperasikan L~ pada Persamaan (20), maka diperoleh
y() =A+Lg() — L7 f(x,y) (22)

Pada metode dekomposisi Adomian penyelesaian y(x) dan bentuk nonlinear f(x,y) diasumsikan
dalam bentuk deret

y() = D 3 () (23)
n=0
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dan

) =) Ay 24)
n=0

dimana komponen y,(x) dari penyelesaian y(x) akan ditentukan secara berulang. Polinomial
Adomian A,, dapat dirumuskan menggunakan Persamaan (8). Subtitusi Persamaan (21) dan (22) ke
dalam Persamaan (20),

Zyn = A+ L 1gX) —L‘len (25)
n=0 n=0
Dengan menggunakan metode dekomposisi Adomian, komponen y,, (x) dapat ditentukan sebagai
Yo(x) =A+L7"g(x) (26)

Yn+1(x) = —L71(4,), n=0,
dimana A,, merupakan polinomial Adomian yang mewakili bentuk nonlinear f (x, y).

Contoh 2 [1] Diberikan Masalah Nilai Awal:
" +2y' =10y =12 — 10x*, 27
y(0)=0,y'(0) =0
dengan penyelesaian eksak y(x) = 2x? + x*
Tentukan penyelesaian pendekatan eksak dengan menggunakan modifikasi metode dekomposisi
Adomian!

Penyelesaian:
Persamaan (27) dapat ditulis menjadi

Ly =12 —10x* + 10y (28)
Diaplikasikan L~ pada kedua ruas Persamaan (28)
y=L"1(12 - 10x*) + L™110y (29)

X X
=x! f f x(12 — 10x*)dxdx + L™110y
00

5
= (2x? — ﬁxG) + L7110y
Dari Persamaan (27) diperoleh relasi rekursif sebagai berikut:

5
— 9.2 _ 6
Yo(x) = 2x 1"

Yns1(x) = 10L7' (), n 2 0
Sehingga diperoleh penyelesaian Persamaan (27) dengan modifikasi Metode Dekomposisi Adomian
adalah sebagai berikut:

yxX)=yot+ty1 +y2 +yztyat

25 5 25 25 125 25

y(x) =2x% = =x +x* - —=aB + =xb - — 10 =xB - —— 12 10—

756 21 8316 756 648648 8316

625
x4 (30)
68108040
. 5 25

Berdasarkan Persamaan (30) terlihat bahwa suku _Zx6' —ﬁxg muncul dengan tanda yang

berlawanan pada suku-suku berikutnya, demikian juga untuk suku-suku berikutnya. Apabila
perhitungan dilanjutkan, maka akan diperoleh penyelesaian pendekatan eksak untuk Persamaan (27)
adalah y(x) = 2x2 + x*.
Contoh 3 [4] Diberikan Masalah Nilai Awal:

Y +2y + 5y +xy = 20x + x* y(0) = 0,y"(0) = 0 (31)
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dengan penyelesaian eksak y(x) = x3.

Tentukan penyelesaian pendekatan eksaknya dengan menggunakan modifikasi Metode Dekomposisi
Adomian!

Penyelesaian:

Diberikan operator linear L yang didefinisikan sebagai

2
L=x"22"x?(.) (32)
Sehingga invers operator L™ didefinisikan sebagai
LY = x72 7 [ x?()dxdx (33)
Persamaan (31) dapat ditulis dalam bentuk
Ly = 20x + x* — xy (34)
Diaplikasikan L~ pada kedua ruas Persamaan (34)
y =L"120x + x*) — L 1(xy) (35)

X X
=x"? j j x2(20x 4+ xM)dxdx — L™ (xy)
00

1
— 43 6_L—1
X +—56x (xy)

Dari Persamaan (35) diperoleh relasi rekursif sebagai berikut:

1
3 6
Yo(x)x~ + 56x
Yne1(x) = =L (xyn), n=0
Sehingga diperoleh

Yo = x3 + —x°

56
y2 = =L xy) = —L7'x (_%’ﬁ - 61160 x9> - 61160x9 * Tilzoxlz
Vs = L7 (xyz) = —L7x (61160x9 * 1121120"12) B ‘mx“ - Wl%afoxls

Jadi penyelesaian Persamaan (31) dengan modifikasi Metode Dekomposisi Adomian adalah
sebagai berikut:

yx)=yot+y1 +y, +ys+ -

1 1 1 1 1 1
— 34— .6 _ .6 _ 9 9 12 _ 12 _
Y =X+ e — e o160 Te160" TTizii200 | 1121120°
1 154
304944640 X7+ (36)
Berdasarkan persamaan (36) terlihat bahwa suku — L x5 ——x° muncul dengan tanda yang

56 6160
berlawanan pada y; dan y,, demikian juga untuk suku-suku berikutnya. Apabila perhitungan

dilanjutkan, maka akan diperoleh penyelesaian untuk Persamaan (31) adalah y(x) = x3 yang
merupakan penyelesaian eksak Persamaan (31).

Algoritma 4 [3] Pada bagian ini, Masalah Nilai Awal pada Persamaan Diferensial Biasa diselesaikan
dengan bentuk Metode Dekomposisi Adomian standar dan modifikasi Metode Dekomposisi Adomian.

Contoh 5 [5] Diberikan Masalah Nilai Awal:
14 4 ! 2 2 !
Yty Sy =124 y(0)=10,y"(0) =0 (37)
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Tentukan penyelesaian pendekatan eksaknya dengan menggunakan Metode Dekomposisi Adomian
standar dan modifikasi Metode Dekomposisi Adomian!

Penyelesaian:

Metode Dekomposisi Adomian standar

Diberikan operator L yang didefinisikan sebagai

L= x“"%x“’(.) (38)
Sehingga invers operator L~ didefinisikan sebagai

L7YC) = [ a7 [ x* () dxdx (39)
Persamaan (37) dapat ditulis dalam bentuk

Ly=12+—-=y (40)
Diaplikasikan L™ pada kedua ruas Persamaan (40)

2 2
y=1L"1 (12 +—2) —L‘l—zy

-4

2
x x4(12+ )dxdx—L1 Sy

-4 2 - 2
(12x* + 2x?)dxdx — L1 v, =Yy

12 2 2
x“‘(?x5 + §x3)|§§dx — L‘lpy

I
o O —— O —— O —
><

_f12 V20 12
_(Sx 3x)x xzy

12 B
—Ex +—ln(x) L1 2y

Dengan menggunakan Metode Dekomp05|5| Adomian tidak dapat ditemukan penyelesaian pendekatan
eksak Persamaan (37) sehingga Metode Dekomposisi Adomian dilakukan modifikasi pada operator L
agar penyelesaian pendekatan dapat dicari.

Modifikasi Metode Dekomposisi Adomian
Diberikan operator linear L yang didefinisikan sebagai

e
L=x_2d2x() (41)
Sehingga invers operator L™ didefinisikan sebagai
L1()=x2 f;cfgcxz(.)dxdx (42)
Persamaan (37) dapat ditulis dalam bentuk
Ly =12+ (43)

Diaplikasikan L~ pada kedua ruas Persamaan (43)

=11 (12 3)
y= +

— 42

X
fxz 12+ )dxdx
0

-2

O"RO\X

X
f(leZ + 2)dxdx
0
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X
— 2 3 x
=x f(4x +2x)[, dx
0

=x2(x*+x2) [

=x2+1
Sehingga diperoleh penyelesaian pendekatan eksak untuk Persamaan (37) yaitu y(x) = x2 + 1. Jadi
penyelesaian pendekatan eksak dapat dicari dengan memodifikasi Metode Dekomposisi Adomian. Hal
ini menunjukkan bahwa Metode Dekomposisi Adomian standar tidak selalu dapat digunakan untuk
menyelesaikan Masalah Nilai Awal dengan bentuk Persamaan (1).

PENUTUP
Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa Masalah Nilai Awal (MNA)

pada Persamaan Diferensial Biasa (PDB) orde dua tak homogen dengan bentuk y”+27ny’+
n(n-1)
XZ
modifikasi Metode Dekomposisi Adomian yaitu dengan memodifikasi operator L. Berdasarkan
contoh-contoh soal yang telah dibahas disimpulkan bahwa modifikasi Metode Dekomposisi Adomian
menghasilkan penyelesaian yang sama dengan penyelesaian eksaknya untuk Masalah Nilai Awal.
Pada contoh 5 terlihat bahwa penyelesaian sulit diperoleh dengan menggunakan Metode Dekomposisi
Adomian, namun setelah diakukan modifikasi pada operator L diperoleh penyelesaian pendekatan
eksaknya.

y+fl,y)=gx),n=0,x+0 y(0)=A4,y'(0) =B dapat diselesaikan menggunakan
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