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BILANGAN AKROMATIK PADA GRAF BINTANG, GRAF POHON PISANG DAN
GRAF KEMBANG API

Darul lhsan, Yundari, Fransiskus Fran
INTISARI

Pewarnaan lengkap adalah pewarnaan simpul sehingga untuk setiap pasangan warna (a, b) terdapat sisi
e = (v, v,) dengan v, diwarnai a dan v, diwarnai b. Permasalahan yang dikaji pada pewarnaan lengkap
adalah mencari bilangan akromatik yaitu maksimum banyaknya warna yang digunakan pada pewarnaan
lengkap. Bilangan akromatik dinotasikan dengan lambang (G). Pada penelitian ini dibahas tentang
bilangan akromatik pada graf khusus yaitu graf bintang S,,, graf pohon pisang B, ,,, graf pohon pisang B; ,,,
graf kembang api F, ,, dan graf kembang api F;,, dengan n = 3. Graf bintang S,, adalah graf dengan n +
1 simpul, dengan satu simpul berdejarat n yang dinamakan simpul pusat, dan n simpul berderajat satu
yang dinamakan daun. Graf Pohon pisang B,, ,, adalah graf yang diperoleh dengan menghubungkan satu
daun dari setiap m salinan graf bintang S,, ke sebuah simpul baru yang disebut simpul akar. Graf kembang
api F, adalah graf yang diperoleh dari k salinan graf bintang dengan cara menghubungkan sebuah daun
dari setiap S, melalui sebuah lintasan. Berdasarkan penelitian diperoleh bilangan akromatik pada graf
bintang adalah 2. Bilangan akromatik pada graf pohon pisang B, ,, dan Bs,, berturut-turut adalah 4 dan
5. Bilangan akromatik pada graf kembang api F, , dan F;, adalah 4 dan 5.

Kata kunci: pewarnaan graf, pewarnaan simpul, pewarnaan lengkap.

PENDAHULUAN

Salah satu pembahasan dalam teori graf yang hingga kini masih berkembang yaitu tentang pewarnaan
graf. Pewarnaan graf dibagi menjadi tiga pewarnaan yaitu pewarnaan simpul, pewarnaan sisi dan
perwarnaan bidang [1]. Pewarnaan simpul adalah pemberian warna pada simpul sedemikian sehingga
setiap dua simpul yang saling bertetangga mempunyai warna yang berbeda. Konsep ini berlaku juga
pada pewarnaan sisi dan pewarnaan bidang. Pewarnaan lengkap merupakan pengembangan dari
pewarnaan simpul. Pewarnaan lengkap adalah pewarnaan simpul sehingga untuk setiap pasangan warna
(a, b) terdapat sisi e = (v, v,) dengan v, diwarnai a dan v, diwarnai b [2].

Permasalahan yang dapat dikaji dalam pewarnaan lengkap adalah maksimum banyaknya warna yang
digunakan pada pewarnaan lengkap suatu graf G yang disebut bilangan akromatik. Penelitian yang
membahas tentang bilangan akromatik telah dilakukan oleh Thilagavanthy dan Santha di [3], yaitu
penelitian tentang bilangan akromatik pada graf khusus graf barbel dan graf matahari. Berdasarkan hal
tersebut, pada artikel ini lebih lanjut membahas bilangan akromatik pada objek graf khusus lainnya yaitu
graf bintang, pohon pisang dan kembang api.

Graf bintang, graf pohon pisang dan graf kembang api adalah graf yang merupakan pohon. Graf yang
merupakan pohon yaitu graf tak berarah terhubung dan tidak memiliki sirkuit [1]. Selain itu, terdapat
keterkaitan antara beberapa graf yang merupakan pohon tersebut. Keterkaitan graf tersebut yaitu graf
pohon pisang terbentuk dari beberapa graf bintang yang setiap satu daun pada graf bintang tersebut
dihubungkan ke satu simpul baru, sedangkan graf kembang api terdiri dari beberapa graf bintang yang
setiap satu daun graf tersebut dihubungkan melalui sebuah lintasan.

Bilangan akromatik pada beberapa graf yang merupakan pohon diperoleh dengan melakukan
pewarnaan lengkap. Kemudian, menentukan maksimum banyaknya warna yang digunakan dalam
pewarnaan lengkap sehingga diperoleh pola bilangan pada graf tersebut. Berdasarkan pola bilangan
tersebut maka diperoleh bilangan akromatik pada graf tersebut.
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PEWARNAAN GRAF

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan notasi G = (V, E), yang
dalam hal ini V' adalah himpunan tidak kosong dari simpul-simpul dan E adalah himpunan sisi yang
menghubungkan sepasang simpul [1]. Berdasarkan ada atau tidaknya sirkuit, graf dapat disebut sebagai
pohon (graf tidak memiliki sirkuit). Graf yang disebut pohon contohnya adalah graf bintang, graf pohon
pisang dan graf kembang api.

Graf bintang S,, adalah graf dengan n + 1 simpul, dengan satu simpul berdejarat n yang dinamakan
simpul pusat, dan n simpul berderajat satu, yang dinamakan daun [4]. Adapun contoh dari graf bintang
S, terdapat pada Gambar 1(a). Graf Pohon pisang B, , adalah graf yang diperoleh dengan
menghubungkan satu daun dari setiap m salinan graf bintang S,, ke simpul baru yang disebut sebagai
simpul akar [5]. Adapun contoh dari graf pohon pisang terdapat pada Gambar 1(b). Graf kembang api
Frn dengan k,n € N adalah graf yang diperoleh dari k salinan graf bintang dengan cara
menghubungkan sebuah daun dari setiap s,, melalui sebuah lintasan [6]. Adapun contoh dari graf
kembang api terdapat pada Gambar 1(c).
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Gambar 1 (a) Graf Bintang S, (b) Graf Pohon Pisang B, 3 dan (c) Graf Kembang Api F; 4
Pewarnaan graf merupakan pemberian warna pada simpul, sisi ataupun bidang [7]. Pemberian warna
dalam graf dapat menggunakan himpunan warna seperti {merah, biru,..,hijau} atau himpunan bilangan
asli {1,2, ..., n} pada setiap simpul sisi maupun bidang. Pada bagian ini hanya dibahas tentang pewarnaan
simpul. Penjelasan lebih lengkap diberikan definisi berikut ini.

Definisi 1 [1] Pewarnaan simpul adalah memberi warna pada simpul-simpul di dalam graf sedemikian
sehingga setiap dua simpul bertetangga mempunyai warna yang berbeda.

Pada pewarnaan simpul, dapat ditentukan minimum warna yang dapat digunakan untuk mewarnai
simpul-simpul pada graf yang diberikan. Adapun minimum warna tersebut dijelaskan pada definisi
berikut.

Definisi 2 [8] Jika G dapat diwarnai dengan pewarnaan simpul maka bilangan kromatik dari G adalah
jumlah warna minimum yang digunakan pada pewarnaan di graf G. Bilangan kromatik dinotasikan
dengan x(G).

Dari Definisi 1 dan Definisi 2 diberikan contoh pewarnaan simpul pada suatu graf pada gambar 2.
Terdapat 3 warna dalam pewarnaan graf G yaitu warna 1, warna 2 dan warna 3.
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Gambar 2 Pewarnaan simpul pada graf ¢
Berdasarkan Gambar 2 terlihat bahwa graf G menggunakan pewarnaan simpul dengan setiap simpul

yang bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Pada graf G memiliki minimum banyaknya warna
sebanyak tiga warna, sehingga bilangan kromatik dari graf G adalah 3.

PEWARNAAN LENGKAP DAN BILANGAN AKROMATIK

Pada tahun 1968 diperkenalkan konsep pewarnaan lengkap yang merupakan pengembangan dari
pewarnaan simpul [9]. Pada saat itu diperkenalkan pula konsep bilangan akromatik yang didefinisikan
bilangan maksimum w dari pewarnaan lengkap pada simpul G, sehingga diperolen maksimum warna
yang dapat digunakan untuk mewarnai simpul G [9]. Adapun penjelasan mengenai pewarnaan lengkap
dan bilangan akromatik dijelaskan pada definisi berikut.

Definisi 3 [2] Pewarnaan lengkap adalah pewarnaan simpul sehingga untuk setiap pasangan warna
(a, b) terdapat sisi e = (v4, v,) dengan v, diwarnai a dan v, diwarnai b.

Definisi 4 [2] Bilangan akromatik adalah maksimum banyaknya warna yang digunakan dalam
pewarnaan lengkap graf G dan dilambangkan dengan ¥ (G).

Dari Definisi 3 dan Definisi 4 diberikan contoh pewarnaan simpul, pewarnaan lengkap dan bilangan
akromatik pada suatu graf pada Gambar 3.
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Gambar 3 (a) Pewarnaan simpul, (b) pewarnaan lengkap dan (c) bilangan akromatik

Pada Gambar 3 terlihat bahwa Gambar 3(a) merupakan pewarnaan simpul dengan menggunakan lima
warna, tetapi bukan pewarnaan lengkap karena ada pasangan warna yang tidak terpenuhi yaitu pasangan
warna (1,5),(2,4), (3,4),(4,5). Sedangkan pada Gambar 3(b) merupakan pewarnaan lengkap yang
menggunakan tiga warna dengan pasangan warna (1,2),(1,3), (2,3). Kemudian pada Gambar 3(c)
pewarnaan lengkap dengan menggunakan warna sebanyak empat warna, sehingga diperoleh ¥(G) = 4.

Pada penelitian ini dibahas bilangan akromatik pada graf bintang S,,, graf pohon pisang B, ,,, graf
pohon pisang Bs ,,, graf kembang api F, ,,, dan graf kembang api F;,,. Adapun hasil dari penelitian
tentang bilangan akromatik pada graf-graf tersebut dijelaskan pada teorema-teorema berikut.

Teorema 3.1 Bilangan akromatik graf bintang yaitu ¢(S,,) = 2 dengann > 3.
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Bukti:

Diberikan graf bintang S,, dengan V(S,) = {v,wy,wy, w3, ...,w, } dan v merupakan simpul pusat.
Didefinisikan pewarnaan pada graf S,, yaitu c:V(S,,) = {1,2} dengan c(v;) = 1 dan c(w;) = 2. Dari
pewarnaan tersebut maka ¢ merupakan pewarnaan lengkap. Berdasarkan Definisi 4 maka diperoleh
Y (S,) = 2. Selanjutnya andaikan 1 (S,,) = 3. Diketahui v adalah simpul pusat dan bertetangga dengan
w;, Vi € {1,2, ...,n}, maka warna v dan w; haruslah berbeda. Hal ini berati tersisa dua warna yang
digunakan untuk mewarnai w;. Akan tetapi, karena simpul-simpul w; tersebut tidak bertetangga, maka
pasangan warna dari dua warna yang tersisa tidak mungkin ada. Hal tersebut kontradiksi dengan Definisi
3 oleh karena itu harus ¥ (S,) = 2. m

Dari penjelasan tersebut diberikan pewarnaan lengkap pada Gambar 4.
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Gambar 4 Pewarnaan lengkap pada graf bintang Sg dengan ¥(Sg) = 2

Pada Gambar 4 dapat dilihat bahwa pewarnaan lengkap pada graf bintang Sg menggunakan maksimum
banyaknya warna yaitu 2 warna dengan setiap pasangan warna digunakan minimal muncul pada satu
Sisi.

Teorema 3.2 Jika B, ,, adalah graf pohon pisang dengan n > 3 maka 1/J(B2,n) = 4.

Bukti:

Misalkan graf G adalah graf pohon pisang B, ,, dengan n > 3 terdiri dari simpul akar yaitu s, himpunan
simpul graf bintang yang pertama {v,w;,w,,...,w,}, dan himpunan graf bintang yang kedua
{x,v1,¥2, ..., yn}. Dari pemisalan tersebut, didefinisikan pewarnaan yaitu c: V(Bzyn) - {1,2,3,4}
dengan c(s)=c(yx) =1, cwy) =c(y3) =2, c(y;) =c(v) =3, c(x) =4, kemudian untuk
simpul wy, wy, ..., w,, diberikan warna 1, 2 atau 4, dan untuk simpul y,, ys, ..., ¥, diberi warna 1, 2, atau
3. Dari pewarnaan tersebut maka ¢ merupakan pewarnaan lengkap. Berdasarkan Definisi 4 diperoleh
¥(B,) = 4. Selanjutnya, andaikan (B, ) = 5, maka simpul yang berderajat lebih dari satu diwarnai
dengan lima warna berbeda. Hal ini berarti tersisa n — 5 simpul daun berderajat satu yang belum
diwarnai. Adapun warna yang akan diberikan pada n — 5 simpul daun yang tersisa adalah empat warna
dari lima warna yang telah digunakan. Hal tersebut karena satu warna telah diberikan pada simpul pusat
graf bintang S,,, akan tetapi pewarnaan tersebut tidaklah mungkin terjadi, karena ada pasangan warna
antara simpul berderajat 2 yang bukan simpul akar tidak terpenuhi. Sehingga pewarnaan tersebut
kontradiksi dengan Definisi 3 oleh karena itu harus (B, ,) = 4. m

Dari penjelasan tersebut diberikan pewarnaan lengkap pada Gambar 5.
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Gambar 5 Pewarnaan lengkap pada graf pohon pisang B, g dengan ¢(B, ) = 4

Pada Gambar 5 dapat dilihat bahwa pewarnaan lengkap menggunakan maksimum banyaknya warna
yaitu 4 warna dengan setiap pasangan warna yang digunakan minimal muncul pada satu sisi.

Teorema 3.3 Jika B3 ,, adalah graf pohon pisang dengan n > 3 maka y(Bs,,) = 5.
Bukti:

Misalkan graf G adalah graf pohon pisang B3 ,, dengan n > 3 terdiri dari simpul akar yaitu s, himpunan
simpul graf bintang yang pertama {t, u4, ..., u,, }, himpunan graf bintang yang kedua {v, wy, wy, ..., wy,},
dan himpunan graf bintang yang ketiga {x,y;,V.,..,¥n}. Dari pemisalan tersebut selanjutnya
didefinisikan pewarnaan lengkap yaitu c:V(Bs,) — {1,2,3,4,5} dengan c(s) = c(y,) =1, c(uy) =
c(yz) =cwy) =2, c(t) =cwy) =3, c(v) =c(y;) =4, c(x) =c(uy) =5. Kemudian untuk
simpul {us,uy, ..., u, } diberikan warna 1, 2, 4 atau 5, untuk simpul ws, wy, ..., w,, diberi warna 1, 2, 3
atau 5, dan untuk simpul y,, ys, ..., y5, diberikan warna 1, 2, 3 atau 4. Dari pewarnaan tersebut maka c¢
merupakan pewarnaan lengkap. Berdasarkan Definisi 4 diperoleh zp(B3,n) > 5. Lebih lanjut, andaikan
1/1(33,,1) = 6, maka terdapat 7 simpul berderajat lebih dari satu yang diberikan 6 warna berbeda pada
simpul-simpul tersebut. Hal ini berarti terdapat dua simpul dengan warna sama, dua simpul dengan
warna yang sama adalah simpul pusat dan salah satu simpul berderajat 2. Setelah pemberian warna
tersebut, tersisan — 6 simpul daun brderajat 1 yang belum diwarnai. Adapun warna yang akan diberikan
adalah 5 warna dari 6 warna yang telah digunakan. Hal ini dikarenakan satu warna telah diberikan pada
simpul pusat graf bintang S,. Akan tetapi, pewarnaan tersebut tidaklah mungkin karena salah satu
pasangan warna antara simpul berderajat 2 tidak terpenuhi. Sehingga pewarnaan tersebut kontradiksi
dengan Definisi 3 maka harus (B3 ,) = 5. m

Dari penjelasan tersebut diberikan pewarnaan lengkap pada Gambar 6.
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Gambar 6 Pewarnaan lengkap pada graf pohon pisang B3 g dengan 1/)(B3lg) =5
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Pada Gambar 6 dapat dilihat bahwa pewarnaan lengkap menggunakan maksimum banyaknya warna
yaitu 5 warna dengan setiap pasangan warna yang digunakan minimal muncul pada satu sisi.

Teorema 3.4 Jika F, , adalah graf kembang api dengan n > 3 maka y(F, ) = 4.
Bukti:

Misalkan graf ¢ adalah graf kembang api F, ,, dengan n > 3 terdiri dari himpunan simpul graf bintang
yang pertama {v,w;,w,,...,w,}, dan himpunan graf bintang yang kedua {x,y;,ys, ..., y}. Dari
pemisalan tersebut, selanjutnya didefinisikan pewarnaan lengkap yaitu c: V(F, ) - {1,2,3,4} dengan
cw)=c(yy) =1, c(y;) =cwy) =2,c(v) =c(y3) =3,c(x) =4, kemudian untuk simpul
W3, Wy, ..., Wy, diberikan warna 1, 2 atau 4, dan untuk simpul y,, ys, ..., ¥, diberi warna 1, 2 atau 3. Dari
pewarnaan tersebut maka c merupakan pewarnaan lengkap. Berdasarkan Definisi 4 diperoleh I,D(Fz_n) >
4. Selanjutnya, andaikan ¥(F,,) = 5, maka pewarnaan dapat dilakukan dengan menentukan 4 warna
yang berbeda pada simpul-simpul berderajat lebih dari satu. Hal ini berarti tersisa n — 4 simpul daun
yang berderjat satu yang belum diwarnai. Adapun warna yang diberikan pada simpul-simpul ini adalah
warna ke 5 dan 3 warna yang telah digunakan, 3 warna yang dipilih harus berbeda dengan simpul pusat
graf bintang S,,. Hal tersebut bukan merupakan pewarnaan lengkap, karena ada pasangan warna antara
warna ke 5 dengan warna simpul berderajat 2 tidak terpenuhi. Sehingga pewarnaan tersebut kontradiksi
dengan Definisi 3 oleh karena itu harus ¢(F,,) = 4. =

Dari penjelasan tersebut diberikan pewarnaan lengkap pada Gambar 7.

Gambar 7 Pewarnaan lengkap pada graf kembang api F, g dengan zp(leg) =4

Pada Gambar 7 dapat dilihat bahwa pewarnaan lengkap menggunakan maksimum banyaknya warna
yaitu 4 warna.

Teorema 3.5 Jika F; ,, adalah graf kembang api dengan n > 3 maka 1p(F3yn) = 5.

Bukti:

Misalkan graf G adalah graf kembang api F3 ,, dengann > 3 terdiri dari himpunan simpul graf bintang
yang pertama {t, uy, ..., u, }, himpunan graf bintang yang kedua {v, w;, w,, ..., w,,}, dan himpunan graf
bintang yang ketiga {x,y;,vs, ..., v,}. Dari pemisalan tersebut selanjutnya didefinisikan pewarnaan
lengkap vyaitu c: V(F3’n) - {1,2,3,4,5} dengan c(uy) =c(y,) =cwy) =1, c(wy) =c(y3) =2,
c(yy) =c(t) =3, c(v) =c(uy) =4, c(x) =c(ws) =5. Kemudian untuk simpul {us,uy, ..., u,}
diberikan warna 1, 2, 4, atau 5, untuk simpul w,, ws, ..., w,, diberi warna 1, 2, 3 atau 5, dan untuk simpul
Va, Vs, -, ¥y, diberikan warna 1, 2, 3 atau 4. Berdasarkan Definisi 4 diperoleh 1/)(F3,n) > 5. Selanjutnya,
andaikan ¢(F3,n) = 6, maka simpul yang berderajat lebih dari satu diwarnai dengan 6 warna berbeda.

Hal ini berarti tersisa n — 6 simpul daun berderajat satu yang belum diwarnai. Adapun warna yang akan
diberikan pada n — 6 simpul daun yang tersisa adalah 5 warna dari 6 warna yang telah digunakan. Hal
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tersebut dilakukan karena satu warna telah diberikan pada simpul pusat graf bintang S,,, akan tetapi
pewarnaan tersebut tidaklah mungkin terjadi, karena ada pasangan warna antara simpul yang berderajat
2 tidak terpenuhi. Sehingga pewarnaan tersebut kontradiksi dengan Definisi 3, oleh karena itu harus

Y(F3,)=5.m
Dari penjelasan tersebut diberikan pewarnaan lengkap pada Gambar 8.
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Gambar 8 Pewarnaan lengkap pada graf kembang api F5 g dengan 1/)(F3,8) =5

Pada Gambar 8 dapat dilihat bahwa pewarnaan lengkap menggunakan maksimum banyaknya warna
yaitu 5 warna dengan setiap pasangan warna yang digunakan muncul pada satu sisi.

Berdasarkan Teorema 3.1 sampai 3.5 diperoleh bahwa setiap daun dari graf bintang selalu
bertetangga dengan simpul pusat maka bilangan akromatik pada graf bintang adalah 2. Berdasarkan
teorema-teorema tersebut juga ditunjukkan bilangan akromatik pada graf pohon pisang dan graf
kembang api yang memuat 2 salinan graf bintang bilangan akromatiknya 4, sedangkan bilangan
akromatik pada graf pohon pisang dan graf kembang api yang memuat 3 salinan graf bintang bilangan
akromatiknya 5.

KESIMPULAN

Bilangan akromatik adalah maksimum banyaknya warna yang digunakan dalam pewarnaan lengkap.
Pewarnaan lengkap merupakan pengembangan dari pewarnaan simpul dengan setiap pasangan warna
yang digunakan minimal muncul pada satu sisi. Bilangan akromatik pada graf bintang S,, dan beberapa
graf yang memuat bintang diperoleh dengan cara melakukan pewarnaan lengkap dan menentukan pola
bilangan akromatik pada beberapa graf tersebut. Berdasarkan proses-proses tersebut, maka dapat
disimpulkan bilangan akromatik pada graf yaitu:

1. Bilangan akromatik graf bintang S,,.
Y(S,) = 2dengann > 3.
2. Bilangan akromatik graf pohon pisang B, ,, dan Bs ,,.
lp(len) = 4 dan 1/)(33,,1) = 5dengann > 3.
3. Bilangan akromatik graf kembang api F, ,,.
gb(Fz,n) = 4 dan gb(Fgln) = 5dengann > 3.
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