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KAJIAN EKSPEKTASI BERSYARAT DAN SIFAT-SIFATNYA

Desi Natalia

INTISARI

Tulisan ini membahas tentang ekspektasi bersyarat dan sifat-sifatnya. Ekspektasi bersyarat adalah
ekspektasi suatu variabel acak yang bergantung pada variabel acak yang lain. Tujuan dalam penelitian
ini adalah untuk mengkaji sifat-sifat ekspektasi bersyarat. Sifat-sifat ekspektasi bersyarat yaitu dua
variabel acak mempunyai distribusi gabungan, dua variabel acak mempunyai fungsi densitas bersyarat,
dan saling bebas. Pada kajian ini sifat-sifat ekspektasi bersyarat telah terbukti bahwa dua variabel
acak dalam suatu kejadian adalah mempunyai distribusi gabungan dan saling bebas.

Kata Kunci : Ekspektasi Bersyarat, Probabilitas, Distribusi Marginal.

PENDAHULUAN

Salah satu teori dalam ilmu statistika yang sangat penting dan sering digunakan dalam pengamatan
suatu penelitian untuk mencari nilai yang diharapkan adalah teori ekspektasi. Ekspektasi adalah suatu
nilai harapan terhadap suatu kejadian yang diperhitungkan berdasarkan semua kemungkinan yang
akan terjadi terhadap suatu kejadian. Ekspektasi bersyarat adalah ekspektasi suatu variabel acak yang
bergantung pada variabel acak yang lain. Teori yang mendukung sifat-sifat ekspektasi bersyarat adalah
probabilitas, distribusi gabungan dan marginal, dua kejadian yang saling bebas, probabilitas bersyarat,
ekspektasi, dan variansi. Tujuan dalam penulisan ini adalah mengkaji sifat-sifat ekspektasi bersyarat.
Pembahasan pada penelitian ini dibatasi pada sifat-sifat ekspektasi bersyarat untuk variabel acak
kontinu.

EKSPEKTASI DAN VARIANSI
Jika X adalah variabel acak kontinu yang dapat mengambil setiap nilai x yang memiliki fungsi
probabilitas f(x), maka ekspektasi dari variabel acak kontinu X dinotasikan dengan E(X).

Definisi 1. Jika X adalah suatu variabel acak kontinu dan f(x) adalah fungsi distribusi probabilitas

dari x, maka ekspektasi dari variabel acak X adalah [1]

E(X) = [ x f(x)dx
Definisi 2. Jika X adalah variabel acak kontinu dengan nilai fungsi probabilitas di x adalah f(x) dan
g(x) adalah fungsi dari X, maka nilai ekspektasi dari g(x) dinotasikan dengan, E[g(x)]
didefinisikan sebagai: [2]

E[g)] = [ g(x) - f(x)dx

Definisi 3. jika X dan Y adalah variabel acak kontinu dengan distribusi probabilitas gabungan f (x, y)
maka ekspektasi variabel acak g(x, y) didefinisikan [3]

Elgix, Nl = [~ [7 gx,y) - fCx,y)dxdy

EKSPEKTASI BERSYARAT DAN SIFAT-SIFATNYA
Jika X dan Y memiliki fungsi probabilitas gabungan f(x, y), maka fungsi probabilitas bersyarat dari Y
_ &y

jika X diketahui adalah f(y|x) = 20 dimana g(x) adalah fungsi probabilitas marginal dari x.
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Definisi 4. Jika X dan Y adalah dua variabel acak kontinu, g(x|y) adalah nilai fungsi densitas
bersyarat dari X diberikan Y =y di x, dan h(y|x) adalah nilai fungsi densitas bersyarat dari Y
diberikan X = x di y, maka ekspektasi bersyarat dari Y yang diberikan X = x didefinisikan sebagai
berikut. [2]

EYx) = [7, y-h(yIx)dy
dan ekspektasi dari X yang diberikan Y = x dirumuskan sebagai berikut.

EX|y) = [, x- g(xly)dx
Definisi 5. Jika X dan Y adalah dua variabel acak kontinu, g(x|y) adalah nilai fungsi probabilitas
bersyarat dari X diberikan Y =y di x, dan h(y|x) adalah nilai fungsi densitas bersyarat dari Y
diberikan X = x di y, maka ekspektasi bersyarat dari g(X) diberikan Y = y dirumuskan sebagai
berikut. [2]

ElgXIn] = [, 9(x) - g(xly)dx
dan ekspektasi bersyarat dari h(Y) diberikan X = x dirumuskan sebagai berikut.

[o0]

E[h(YI0] = [_,, h().h(yIx)dy

Definisi 6. Variansi bersyarat dari y diberikan X = x didefinisikan sebagai [2]
Var(Y|x) = E{[Y — E(Y|x)]?|x}

Dari definisi yang ada, maka dapat dibuktikan sifat-sifat ekspektasi bersyarat sebagai berikut.

Sifat 1. Jika X dan Y adalah variabel acak yang berdistribusi gabungan, maka E[E(Y|X)] = E(Y)
Bukti:
E[EYIX)] = [2, E(Y]x) - f; (x)dx

=[5 5,y FOlxdy} fi (dx

—_ (@ (™ . f&xy)
= 10 v BB dy) fdx

= [ 115, f G y)dy]dx

=0y [ f (e, y)dydx

=7y £ ()dy
E[E(Y|X)] = E(Y)H

Sifat 2. Jika X dan Y adalah variabel acak yang saling bebas, maka E(Y|x) = E(Y) dan E(X|y) =
EX)
Bukti:
Jika X dan Y adalah saling bebas, maka f(x,y) = fi(x) - f,(y), dengan demikian f(y|x) = f,(y)
dan f(x|y) = f1(x)
E(I) = [0,y fylx)dy
="y LO)dy
E(Y|x)=E({)Nm

EXly) = [7 x- f(xly)dx

= [ x- f,(x)dx
E(Xly) = E(X)m
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Sifat 3. Jika X dan Y adalah variabel acak yang berdistribusi gabungan, maka Var(Y) =
E.[Var(Y|x)] + Var[E(Y|x)]
Bukti:

ExlVar(Y|)] = E.|E(r?|x) - (E(Y|x))2]
= E[E(Y? 0] - E {(E(Y10)°}
= E(Y?) - E, {(E(Y|x)) }+ {(E(Y))2 —(E(Y))z}
= (E(0®) - [EN - {E [ (B 1) - [E1?)
= Var(Y) — { [(E(le)) ] [E(Y|0)]? }
=Var(Y) —Var[E(Y|x)]

Var(Y) = Ex[Var(Y|x)] + Var[E(Y|x)]|N

Sifat 4. Jika X dan Y adalah variabel acak yang berdistribusi gabungan dan h(x,y) adalah fungsi,
maka E[h(X,Y)] = E,[E(h(X,Y)|X)]

Bukti:

ElR(X, ] = [ [, k(e y) - f(x,y)dxdy

=[5, 15, (53) R y) - £ G, y)dxely
=[5, 1%, hoy) (B22) g(odxdy
= [, 12, k) (B2 dy) g (odx
=[5 E(h(X, V)|x)g(x)dx

E[rR(X, V)] = Ex[E(R(X,Y)|X)]

Sifat 5. Jika X dan Y adalah dua variabel acak yang saling bebas dan g(x) adalah fungsi, maka
E(g(X)Y|x) = g(x)E(Y|x)
Bukti:
E(g(X)Yx) = [ ylgx) - f(rIx)]dy
=2, 9@y fyIx)]dy
=9 [,y flxdy

E(gX)Y|x) = g)E(Y|x)H

KESIMPULAN
Beberapa sifat-sifat ekspektasi bersyarat yang telah dibuktikan adalah sebagai berikut.
1. jika X dan Y adalah variabel acak berdistribusi gabungan, maka E[E (Y|X)] = E(Y)
2. jika X dan Y adalah variabel acak yang saling bebas, maka E(Y|x) = E(Y) dan E(X|y) = E(X)
3. jika X dan Y adalah variabel acak berdistribusi gabungan, maka Var(Y) = E,[Var(Y|x)] +
Var [E(Y|x)]
4. jika X dan Y adalah variabel acak berdistribusi gabungan dan h(x,y) adalah fungsi, maka
E[h(X,Y)] = Ex[E(h(X,Y)|X)]

5. jika X dan Y adalah variabel acak berdistribusi gabungan dan g(x) adalah fungsi, maka
E(gX)Y|x) = g(x)E(Y|x)
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