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METODE ALTERNATIF DALAM MENCARI SOLUSI PARTIKULAR PERSAMAAN
DIFERENSIAL BIASA NON HOMOGEN KOEFISIEN KONSTAN

Alvi Yanitami, Mariatul Kiftiah, Yudhi
INTISARI

Solusi umum persamaan diferensial biasa hon homogen koefisien konstan terdiri atas solusi homogen dan
solusi partikular. Penelitian ini mengkaji metode alternatif untuk mencari solusi partikular persamaan
diferensial biasa orde-n non homogen koefisien konstan, a,y™ + a,_;y™™ + -+ a;y' + agy = e*f(x)
dengan a; merupakan koefisien konstan dari y® untuk i = 0,1,2, ...,n, a,, # 0 dan @ merupakan bilangan
riil. Metode ini dapat mencari solusi partikular tanpa harus memperhatikan bentuk umum solusi homogen.
Pembahasan pada penelitian dibagi menjadi dua kasus, yaitu kasus pertama akar-akar dari persamaan
karakteristik tidak sama dengan a dan kasus kedua, akar-akar dari persamaan karakteristik sama dengan «
dengan multiplisitasnya k (k = 1). Bentuk umum solusi partikular yang diperoleh, yaitu y = e**u(x) dimana

i f)k!
u®(x) = 3" dig®(x) dengan g(x) = P(k);(a)'

Kata Kunci: persamaan diferensial biasa, solusi partikular, koefisien konstan

PENDAHULUAN

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang melibatkan fungsi yang tidak diketahui beserta
turunan-turunannya dan bergantung pada satu variabel bebas atau lebih [1]. Menurut variabel bebasnya,
persamaan diferensial dibagi menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dengan satu variabel bebas dan
persamaan diferensial parsial dengan dua atau lebih variabel bebas. Persamaan diferensial biasa dapat
dibagi menurut kelinearan, orde, dan koefisiennya. Persamaan diferensial yang dibahas dalam penelitian
ini adalah persamaan diferensial linear orde-n non homogen dengan koefisien konstan.

Suatu persamaan diferensial orde-n dengan koefisien konstan secara umum dituliskan dalam bentuk

any™ + a1y + -+ ary +agy = g(x), (1)
dengan a; adalah koefisien konstan untuk i =0,1,2,...,n, a, # 0 dan g(x) adalah fungsi kontinu,
sedangkan y (™ adalah turunan ke- n dari y terhadap x [2]. Jika g(x) = 0 maka Persamaan (1) dinamakan
persamaan diferensial linear orde-n homogen dan jika g(x) # 0 maka Persamaan (1) dinamakan persamaan
diferensial linear orde-n non homogen.

Solusi umum persamaan diferensial biasa orde-n non homogen merupakan penjumlahan antara solusi
homogen dan solusi partikular. Solusi homogen dicari menggunakan akar-akar persamaan karakteristiknya,
sedangkan untuk mencari solusi partikular melalui beberapa metode antara lain metode variasi parameter
dan metode koefisien tak tentu.

Secara umum untuk mencari solusi partikular dengan menggunakan metode variasi parameter dan
metode koefisien tak tentu harus memperhatikan bentuk umum dari solusi homogen. Pada penelitian ini,
membahas solusi partikular persamaan diferensial biasa orde-n non homogen tanpa harus memperhatikan
bentuk umum dari solusi homogen.

PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA

Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan diferensial yang melibatkan satu variabel bebas.
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Jika diambil y(x) sebagai suatu fungsi satu variabel, dengan x dinamakan variabel bebas dan y dinamakan
variabel tak bebas, maka persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk
f(x,y’,y”,y”’, ...,y(")) = 0. 2)
Persamaan (2) menyatakan bahwa terdapat hubungan antara variabel bebas x dan variabel tak bebas
v beserta derivatif-derivatifnya, dalam bentuk himpunan persamaan yang secara identik sama dengan nol.
Sebuah persamaan diferensial disebut mempunyai orde-n jika orde turunan tertinggi yang terlibat adalah n,
sedangkan jika turunan dengan orde tertinggi itu k maka persamaan itu dinamakan persamaan diferensial
orde-k.
Suatu persamaan diferensial biasa f(x,y’,y",y"", ...,y(")) = 0, dikatakan linear jika f merupakan

suatu fungsi linear dari variabel y’,y",y"", ...,y™), definisi yang sama juga berlaku untuk persamaan
diferensial parsial [3].
Contoh 1 Persamaan diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa non linear

1. y"4+2y =0 (persamaan diferensial biasa linear)

d . . . .
d—z —y2=0 (persamaan diferensial biasa non linear)

METODE ALTERNATIF DALAM MENCARI SOLUSI PARTIKULAR PERSAMAAN
DIFERENSIAL BIASA NON HOMOGEN KOEFISIEN KONSTAN
Diberikan persamaan diferensial biasa koefisien konstanta non homogen

Yioay® = f(x)e™; f(x) = Tiobxt ®3)
dengan a, = 1 dan a adalah akar karakteristik, dan Persamaan (3) memiliki polinomial karakteristik
P(A) = EZoa; (4)

Teorema 1 [4] Misalkan (t,t;,ts,...t,) baris pertama dari matriks Toeplitz segitiga atas T dan
(11,12, M3, ... n,) Merupakan baris pertama dari T~ dengan T~ adalah invers dari matriks T maka

tl,untuki =1

1

n = - (5)
—i ;_:% ti_jr]j+1,untuki = 2,3, .

Teorema 2 [4] Diberikan persamaan diferensial biasa dengan bentuk umum

Yoay® = f(x), (6)
(f(x) = Zo byx') dengan a = 1
maka
m
y=) df 0w
i=0
dengan

1,untuki =0
d; = (7)

- 25_:%) al-_jdj, untuk i = 1,2, e, ML

Teorema 3 [4] Jika y = u(x)e** merupakan solusi partikular Persamaan (3) dan P(41) merupakan
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polinomial karakteristik dari Persamaan (3), maka

"oz u®@)PO(a) = f(x) (8)
dengan P® (a) adalah turunan ke-i dari P(1) saat 1 = a.
Bukti
Diketahui

n
P(A) = Zaili = a0+a111+a2,12+a3,13+..._|_an/1n
i=0
dengan menurunkan P(A) sebanyak j kali terhadap A sehingga diperoleh
n

PO (x) =j!z ¢’ a; 27,

i=j
j__J
dengan C; = -0
karena
y =u(x)e™
maka
i
y® = Z ¢} WP a=De™,i=1,2,3,...,n
j=0
Lebih lanjut,

n

Z a;y®D =agy +ay +azy" +azy” + -+ a, y™.
i=0
Kemudian substitusikan y,y’, y", -, y ™ yang diperoleh

n

Z aly(l) = Z Z Cl (u)(l)(x)a(l j)eax
i=0
= X Z(u)(_l)(x) ch a; a(t 7

F(x)e®™ = e Z ~ @O0 PO@
i=0

maka

c1l .
) =) = @Y PO@
i=0

terbukti bahwa Teorema (3) terpenuhi. m

Teorema 4 [4] Jika « bukan akar karakteristik dari P(1) = Y™, a; ' = 0 maka

m
y=e™ ) digh()
i=0

dengan
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1,untuki =0
G =1 1 PP
P(a) & (P —))!
j=0

dj, untuki =1,2,...,m

dan
_fx)
g(x) = P(@)
merupakan solusi partikular dari Persamaan (3).
Bukti

Karena a bukan akar persamaan dari P(4) maka P(A1) # 0. Berdasarkan Teorema 3 dan mengalikan kedua
ruas dengan
1
P(a)
maka diperoleh

f 1 o1, l.
o %;ﬂ(uﬂ @) PO (@)
Misalkan
gg = g(x),
maka

1
P(a)

dan berdasarkan Teorema 2 diperoleh

> 2 @O0 PO@) = g(x)
i=0

m
u() = ) dig o)

i=0

dengan
1, untuki =0

=1 1 PP
Pla) & (i —))!

j=0

dj, untuki =1,2,..,m.

Lebih lanjut diperoleh
y = e u(x)

m
=™ ) digV(
i=0

terbukti bahwa Teorema 4 terpenuhi m

Teorema 5 [4] Jika @ merupakan akar persamaan karakteristik yang memiliki multiplisitas k(k = 1), maka
y = e®u(x)

dengan

. fOOk!
u(k) (x) = ZZZO dlg(l) (X), g(x) = P(k);(a)’

dan
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1,untuki =0
d; = kK~ PaHED ()
PU (a) S @itk =)

d]-, untuki =1,2,...,m

merupakan solusi partikular dari Persamaan (3).
Bukti
Karena o merupakan akar persamaan karakteristik yang memiliki multiplisitas k(k > 1), maka P (1) dapat
dituliskan dengan

P(D) = (A—a)q(D),
dan

qA) =0

kemudian turunkan P(1) sebanyak k kali terhadap A sehingga diperoleh

k
PO@ = ) Cf DA -a)]Vq*D
2

dan
PY(a) = kiq(a),
dari Persamaan (8) diperoleh

K o1 , k!
P(k)(a)izzkﬁ (u)(l)(x)P(l)(Ol) = I:’(T@f(x)
Misalkan
_ fOOk!
g(x) = P(T@:)'
maka

S L0000 = g0
P () 4 il
=
dan berdasarkan Teorema 2 diperoleh
m
w06 = > dig®)
i=0
dengan
1,untuki =0

d; = ko PUTk=D ()

— d:
P(k)(a)j=0 (i+k—)!

]I

untuki =1,2,...,m

terbukti bahwa Teorema (5) terpenuhi. m
Contoh 2 Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan diferensial biasa
y" =3y —4y = 3x.
Penyelesaian
Persamaan diferensial biasa tersebut ekuivalen dengan
3x

1 5 3 _ _ 3=
=yt y ty=—+ (9)

berdasarkan Persamaan (9) diperoleh a; = %, a, = —%.
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selanjutnya dengan menggunakan Teorema 2 maka diperoleh

lebih lanjut diperoleh

3x
fx) = 7
3
fl(x) = 3
do=1
3
dl =—a, = —Z

y=) dfO®
i=0

y =dof (x) +dyf'(x)

-6

jadi penyelesaian partikularnya adalah

_ 3x 9

T4 16
3x 9

yp=—T+E.

Contoh 3 Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan diferensial biasa

ekuivalen dengan

Penyelesaian

y®—5y"" +9y" — 7y’ + 2y = 2xe*

L@ _Sym Oy T — xeX
Sy =Sy Aoy = oy +y =xe (10)

Perhatikan ruas kanan pada Persamaan (10) terdapat xe*, berdasarkan Persamaan (3) ruas kanan dapat
ditulis f(x)e™ = xe*. Maka f(x) = x dan a merupakan nilai pangkat pada eksponensial yaitu ax,
sehingga diperoleh @ = 1. Pada saat A = a dapat dibentuk polinomial karakteristik berikut,

Karena

dan

1 5 9 7
_24_293, 752 1
P(A) 2/1 2/1 +2/1 2/1+1

P'() = 23-22p2 1057
2 2
P"(1) = 64> —151+9
P"'(A) =121-15
P®Q) =12

PO =0

P(1)=P'(1) = P"(1) =0

P'(1) # 0
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maka diperoleh multiplisitas k = 3, untuk k& merupakan nilai terkecil dari orde turunan saat P%) (1) # 0.
Misalkan
fOk!

90 =i @
3!
= —2x
selanjutnya dengan menggunakan Teorema 5 maka diperoleh

dy=1
31 P@W(1)
“ETRem
=1.
Dari sini diperoleh

1
W@ =) dig®@
i=0

= 1(=2x) + 1(-2)
=-2(x+1)
dengan mengintegralkan u'"’ (x) sebanyak tiga kali terhadap x diperoleh

u(x) = —11—2(x4 + 4x3).

Jadi, solusi partikularnya adalah
Yp = u(x)e®

1
Y 4 4 3) X
( 12(x +4x°))e
KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan yang telah dipaparkan, maka dapat ditarik kesimpulan, bahwa metode
alternatif dimulai dengan memisalkan

g(x) = f(x)e™

dari bentuk umum
any™ + an_ 1y 4t a1y’ +agy = g(x),

dengan polinomial karakteristik

m

P(A) = Zal- Al

i=0

Pembentukan solusi partikular dibagi dalam dua kasus, yaitu untuk kasus akar-akar dari polinomial
karakteristik tidak sama dengan « atau akar-akar dari polinomial karakteristik sama dengan a dan
multiplisitasnya k (k > 1) sehingga diperoleh solusi partikular y = e**u(x).
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