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PADA GRAF U-BINTANG DAN GRAF 𝑺𝒏, 𝟑 

Muhammad Ilyas, Yundari, Meliana Pasaribu 

 
INTISARI 

Pelabelan pada graf adalah sebarang fungsi yang menghubungkan unsur-unsur pada graf (titik atau sisi) 

dengan suatu bilangan (biasanya bilangan bulat tak negatif). Diberikan graf G dengan jumlah titik 

sebanyak |𝑉(𝐺)| dan jumlah sisi sebanyak |𝐸(𝐺)|. Pelabelan graceful pada graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) 

adalah fungsi injektif 𝑓 dari himpunan titik 𝑉(𝐺) ke himpunan {0,1,2, . . . , |𝐸(𝐺)|} yang menginduksi 

fungsi bijektif 𝑓 dari himpunan sisi 𝐸(𝐺) ke himpunan {1,2, . . . , |𝐸(𝐺)|} sedemikian sehingga untuk 

setiap sisi 𝑢𝑣 ∈  𝐸(𝐺) dengan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) berlaku 𝑓(𝑢𝑣) = |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)|. Sedangkan pelabelan 

skolem graceful merupakan modifikasi dari pelabelan graceful. Graf yang memiliki pelabelan graceful 

atau skolem graceful berturut-turut disebut graf graceful atau graf skolem graceful. Graf yang digunakan 

dalam penelitian ini yaitu graf U-bintang dan graf 𝑆𝑛, 3. Graf U-bintang diperoleh dari amalgamasi titik 

pada graf 𝑃4 yang dimodifikasi sehingga membentuk graf 𝑈 dengan dua graf bintang 𝑆𝑛 dimana setiap 

titik berderajat satu pada graf 𝑈 merupakan pusat graf bintang 𝑆𝑛. Tujuan dari penelitian ini yaitu 

mengkonstruksi pelabelan graceful dan skolem graceful pada graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dan graf 𝑆𝑛 , 3. 

Penelitian dimulai dengan membentuk graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dan graf 𝑆𝑛 , 3. Kemudian graf tersebut 

dilabeli dengan pelabelan graceful dan skolem graceful. Pada penelitian ini diperoleh bahwa graf U-

bintang dan graf 𝑆𝑛 , 3 merupakan graf graceful dan graf skolem graceful. Selain itu juga diperoleh pola 

pelabelan graceful dan skolem graceful pada graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dan graf 𝑆𝑛 , 3.  

Kata kunci: graf bintang, graceful dan skolem graceful 

PENDAHULUAN 

Teori graf merupakan topik penelitian yang saat ini mendapatkan banyak perhatian. Hal itu karena 

teori graf memiliki peranan yang cukup luas dalam berbagai sektor terutama sektor komunikasi, 

transportasi, pemancar frekuensi radio, penyimpanan data komputer dan lain sebagainya. Salah satu 

topik yang menarik dalam teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan graf adalah sebarang fungsi yang 

menghubungkan unsur-unsur pada graf (titik atau sisi) dengan suatu bilangan (biasanya bilangan bulat 

tak negatif) [1]. Dalam penelitian ini, jenis pelabelan yang digunakan yaitu pelabelan graceful dan 

pelabelan skolem graceful. Pelabelan graceful pertama kali diperkenalkan oleh Rosa pada tahun 1967 

dengan sebutan pelabelan 𝛽 (𝛽 labellings). Kemudian pada tahun 1972, Golomb menamakan 

pelabelan tersebut dengan sebutan pelabelan graceful  [2].  

Pada [3] telah dibuktikan bahwa graf 𝑆𝑛, 3 memiliki pelabelan graceful dan skolem graceful. 

Namun pola pelabelan yang diperoleh masih bersifat khusus dan hanya berlaku untuk titik-titik 

tertentu. Oleh karena itu, peneliti mencoba mengeneralisasikannya menjadi pola yang bersifat lebih 

umum. Selain itu, pada [4] juga telah dikonstruksi pelabelan graceful, skolem graceful dan pelabelan 

rho topi pada kelas graf baru, yaitu graf A-bintang dan graf H-bintang. Graf A-bintang adalah suatu 

graf yang dibangun dari beberapa graf bintang 𝑆𝑛, kemudian diberikan graf berbentuk huruf 𝐴 besar 

dimana untuk setiap titik berderajat satu pada graf 𝐴 merupakan pusat dari graf bintang 𝑆𝑛. Sedangkan 

graf H-bintang adalah suatu graf yang dibangun dari beberapa graf bintang 𝑆𝑛, kemudian diberikan 

suatu graf berbentuk huruf 𝐻 besar dimana untuk setiap titik berderajat satu pada graf 𝐻 merupakan 

pusat dari graf bintang 𝑆𝑛.  

Graf yang digunakan dalam penelitian ini yaitu graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑛 ≥ 2 dan graf 

𝑆𝑛, 3 dengan 𝑛 ∈ ℕ. Graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) merupakan graf baru yang diperoleh dari hasil

amalgamasi titik antara graf 𝑈 dengan 2 graf bintang (𝑆𝑛), dimana setiap titik berderajat satu pada graf 

𝑈 merupakan pusat dari graf bintang (𝑆𝑛). Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi pelabelan 



220 M. ILYAS, YUNDARI, M. PASARIBU 

 

graceful dan skolem graceful pada graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dan graf 𝑆𝑛, 3. Penelitian dimulai dengan 

mengkaji berbagai literatur yang menunjang penelitian ini. Kemudian, penelitian dilanjutkan dengan 

membentuk graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dan graf 𝑆𝑛, 3 serta melabeli graf tersebut dengan pelabelan 

graceful dan skolem graceful.  

DEFINISI DAN TERMINOLOGI GRAF  

Sebelum membahas pelabelan graceful dan skolem graceful, terlebih dahulu diberikan definisi 

graf, orde, ukuran, incident (terkait langsung), adjacent (terhubung langsung) dan amalgamasi titik 

yang kemudian dijadikan dasar untuk pembahasan selanjutnya. 

Definisi 1 [5] Graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) ditulis dengan notasi 

𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), yang dalam hal ini 𝑉(𝐺) adalah himpunan tidak kosong dari titik-titik (vertices 

atau node) dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang titik. 

Berdasarkan Definisi 1, diberikan contoh graf 𝐺 sebagai berikut. 

Contoh 2 Diberikan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6} dimana 𝑒1 = 𝑣1𝑣2,  𝑒2 = 𝑣2𝑣3, 𝑒3 = 𝑣3𝑣4, 𝑒4 = 𝑣4𝑣5, 𝑒5 = 𝑣1𝑣5,

𝑒6 = 𝑣2𝑣5, sehingga diperoleh graf pada Gambar 1 berikut. 

 

Gambar 1 Graf  𝑮 

Pembahasan selanjutnya adalah mengenai orde, ukuran, adjacent, incident dan amalgamasi titik yang 

dituangkan dalam Definisi 3, Definisi 4 dan Definisi 5 sebagai berikut. 

Definisi 3 [6] Diberikan graf 𝐺. Banyaknya titik pada graf 𝐺 disebut orde dan banyaknya sisi pada 

graf 𝐺 disebut ukuran. Orde dari graf 𝐺 dinotasikan dengan |𝑉(𝐺)| dan ukuran dari graf  𝐺 

dinotasikan dengan |𝐸(𝐺)|. 

Berdasarkan Gambar 1, diperoleh |𝑉(𝐺)| = 5 dan |𝐸(𝐺)| = 6. 

Definisi 4 [7] Diberikan dua titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 dengan 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ. Dua titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 dikatakan terhubung 

langsung (adjacent) jika titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 dihubungkan oleh sebuah sisi 𝑒. Sedangkan sisi 𝑒 dikatakan 

terkait langsung (incident) dengan titik 𝑣𝑖 dan titik 𝑣𝑗 jika 𝑒 menghubungkan  kedua titik tersebut, 

dengan kata lain  𝑒 =  (𝑣𝑖𝑣𝑗). 

Berdasarkan Gambar 1, misalkan diambil titik 𝑣1 dan 𝑣2 dan diambil sisi 𝑒1. Diperoleh bahwa titik 𝑣1 

dan 𝑣2 disebut adjacent, sedangkan 𝑒1 incident dengan titik 𝑣1 dan 𝑣2. 

Definisi 5 [8] Amalgamasi titik dari pasangan titik 𝑢 ∈ 𝑉(𝐻) bersama titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐼) adalah graf yang 

diperoleh dengan menggabungkan titik 𝑢 dan 𝑣 menjadi satu titik. Notasi yang digunakan untuk 

menyatakan operasi amalgamasi adalah " ∗ ". 

Operasi amalgamasi merupakan salah satu cara yang dapat dilakukan untuk membentuak sebuah graf 

baru. 
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PELABELAN GRACEFUL DAN SKOLEM GRACEFUL PADA GRAF U-BINTANG DAN 

GRAF 𝑺𝒏, 𝟑 

Sebelum membahas pelabelan graceful dan skolem graceful pada graf U-bintang dan graf 𝑆𝑛, 3, 

terlebih dahulu diberikan definisi graf U-bintang, graf 𝑆𝑛, 3, pelabelan graceful dan pelabelan skolem 

graceful pada Definisi 6, Definisi 7, Definisi 8 dan Definisi 9 berikut. 

Definisi 6 Graf U-bintang adalah graf yang diperoleh dari amalgamasi titik graf 𝑃4 yang dimodifikasi 

sehingga membentuk graf 𝑈 dengan 2 graf bintang (𝑆𝑛) dimana setiap titik berderajat satu pada graf 

𝑈 merupakan pusat dari graf bintang (𝑆𝑛). 

Definisi 7 [3] Graf 𝑆𝑛, 3 adalah suatu graf yang dibangun dari 3 graf bintang (𝑆𝑛) kemudian 

diberikan titik 𝑢1 disebut dengan titik pusat graf  dan diberikan sisi yang menghubungkan setiap titik 

pada pusat graf bintang (𝑆𝑛) dengan titik 𝑢1. 

Bentuk graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dan graf 𝑆𝑛, 3 secara berturut-turut dapat dilihat pada Gambar 2 

berikut. 

                 

 

Gambar 2 (a) Graf U-bintang (𝑼(𝑺𝒏)), (b) Graf 𝑺𝒏, 𝟑 

Berdasarkan Gambar 2, diperoleh bahwa graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) memiliki titik sebanyak 2𝑛 + 4 dan 

sisi sebanyak 2𝑛 + 3. Sedangkan graf 𝑆𝑛, 3 memiliki titik sebanyak 3𝑛 + 4 dan sisi sebanyak 3𝑛 + 3. 

Definisi 8 [4] Pelabelan graceful pada graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) adalah fungsi injektif 𝑓 dari himpunan 

titik 𝑉(𝐺) ke himpunan bilangan {0,1,2, . . . , |𝐸(𝐺)|} yang menginduksi fungsi bijektif 𝑓 dari himpunan 

sisi 𝐸(𝐺) ke himpunan bilangan bulat {1,2, . . . , |𝐸(𝐺)|} sedemikian sehingga untuk setiap sisi 

𝑢𝑣 ∈  𝐸(𝐺) dengan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) berlaku 𝑓(𝑢𝑣) = |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)|. 

Sedangkan definisi pelabelan skolem graceful  diberikan pada Definisi 9 berikut. 

Definisi 9 [4] Pelabelan skolem graceful adalah modifikasi dari pelabelan graceful yaitu fungsi 

injektif 𝑔 dari himpunan titik 𝑉(𝐺) ke himpunan bilangan {1,2, . . . , |𝑉(𝐺)|} yang menginduksi fungsi 

bijektif 𝑔 dari himpunan sisi 𝐸(𝐺) ke himpunan bilangan bulat {1,2, . . . , |𝐸(𝐺)|} sedemikian sehingga 

untuk setiap sisi 𝑢𝑣 ∈  𝐸(𝐺) dengan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) berlaku 𝑔(𝑢𝑣) = |𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑣)|. 

Berdasarkan Gambar 2, graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dan graf 𝑆𝑛, 3 dapat dikonstruksi menjadi graf 

graceful dan graf skolem graceful yang dituangkan dalam teorema-teorema berikut. 

Teorema 10 Graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑛 ≥ 2 dan 𝑛 ∈ ℕ adalah graf graceful. 

Bukti Diberikan graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) untuk 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan Gambar 2, diketahui 

𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) = {𝑎𝑗, 𝑏𝑖
1, 𝑏𝑖

2|1 ≤ 𝑗 ≤ 4, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐸(𝑈(𝑆𝑛))  =  {𝑎𝑚𝑎𝑚+1, 𝑎1𝑏𝑖
1, 𝑎4𝑏𝑖

2|1 ≤ 𝑚 ≤

3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. Selain itu, diketahui bahwa graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) memiliki titik sebanyak 2𝑛 + 4 dan 

sisi sebanyak 2𝑛 + 3. Didefinisikan pola pelabelan graceful pada graf 𝑈(𝑆𝑛) sebagai berikut. 
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𝑓(𝑎3) = 𝑛 

𝑓(𝑎4) = 1 

𝑓(𝑏𝑖
1) = {

2𝑛 + 3,         𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 = 1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛
2𝑛 + 3 − 𝑖,   𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 >  1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

 

𝑓(𝑏𝑖
2) = {

𝑛 + (
2

𝑖
) ,          𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 ≤ 2, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑛 − (𝑖 − 2),   𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 >  2, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛
 

1. Akan dibuktikan setiap 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ, fungsi 𝑓 memetakan 𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) ke {0, 1, 2, … , |𝐸(𝑈(𝑆𝑛))|} 

a. Untuk titik 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 dan 𝑎4  

Diketahui 𝑓(𝑎1) = 0, 𝑓(𝑎2) = 2𝑛 + 2, 𝑓(𝑎3) = 𝑛  dan 𝑓(𝑎4) = 1 sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 2 

maka titik 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 dan 𝑎4 selalu dipetakan pada salah satu elemen {0, 1, 2, … ,2𝑛 + 3}.  

b. Untuk titik 𝑏𝑖
1 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Diketahui 𝑓(𝑏𝑖
1) = 2𝑛 + 3 untuk 𝑖 = 1 dan 𝑓(𝑏𝑖

1) = 2𝑛 + 3 − 𝑖 untuk 𝑖 > 1.  

Kasus 1: 𝑖 = 1 

Karena 𝑛 ≥ 2, maka jelas titik 𝑏𝑖
1 selalu dipetakan ke {0, 1, 2, … ,2𝑛 + 3} 

Kasus 2: 𝑖 > 1 

Karena 𝑖 > 1 dan 𝑛 ≥ 2, maka 2 ≤ 𝑛 < 2𝑛 + 3 − 𝑖 < 2𝑛 + 3. Selain itu 0 < 2, akibatnya 

0 < 2𝑛 + 3 − 𝑖 < 2𝑛 + 3. Sehingga diperoleh 0 < 𝑓(𝑏𝑖
1) < 2𝑛 + 3.  

c. Untuk titik 𝑏𝑖
2 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Diketahui 𝑓(𝑏𝑖
2) = 𝑛 + (

2

𝑖
) untuk 𝑖 ≤ 2 dan 𝑓(𝑏𝑖

2) = 𝑛 − (𝑖 − 2) untuk 𝑖 > 2.  

Kasus 1: 𝑖 ≤ 2 

Karena 𝑖 ≤ 2 dan 𝑛 ≥ 2, maka 𝑛 ≤ 𝑛 + (
2

𝑖
) ≤ 2𝑛. Selain  itu 0 < 𝑛 dan 2𝑛 < 2𝑛 + 3,  akibatnya 

0 < 𝑛 + (
2

𝑖
) < 2𝑛 + 3. Sehingga diperoleh 0 < 𝑓(𝑏𝑖

2) < 2𝑛 + 3.  

Kasus 2: 𝑖 > 2 

Karena 𝑖 > 2 dan 𝑛 ≥ 2, maka 2 ≤ 𝑛 − (𝑖 − 2) < 𝑛. Selain itu 0 < 2 dan 𝑛 < 2𝑛 + 3, akibatnya 

0 < 𝑛 − (𝑖 − 2) < 2𝑛 + 3. Sehingga diperoleh 0 < 𝑓(𝑏𝑖
2) < 2𝑛 + 3.  

Dengan demikian, terbukti bahwa fungsi 𝑓 memetakan 𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) ke {0, 1, 2, … , |𝐸(𝑈(𝑆𝑛))|}. 

2. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif 

a. Untuk titik 𝑎2 dan 𝑎3 

Diketahui 𝑓(𝑎2) = 2𝑛 + 2 dan 𝑓(𝑎3) = 𝑛 dengan 𝑛 ≥ 2. Berdasarkan pola pelabelan graceful 

yang didefinisikan pada titik 𝑎2 dan 𝑎3, maka terlihat bahwa titik 𝑎2  dan 𝑎3 memiliki tepat satu 

pasangan dalam {0, 1, 2, … , 2𝑛 + 3}. 

b. Untuk titik 𝑏𝑖
1 

Diketahui 𝑓(𝑏𝑖
1) = 2𝑛 + 3 untuk 𝑖 = 1 dan 𝑓(𝑏𝑖

1) = 2𝑛 + 3 − 𝑖 untuk 𝑖 > 1.  

Kasus 1: 𝑖 = 1 

Berdasarkan pola pelabelan graceful yang didefinisikan pada titik 𝑏1
1, maka terlihat bahwa titik 𝑏1

1 

memiliki tepat satu pasangan pada {0, 1, 2, … , 2𝑛 + 3} 

Kasus 2: 𝑖 > 1 

Ambil sebarang titik 𝑏𝑖
1, 𝑏𝑘

1 ∈ 𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑓(𝑏𝑖
1) = 𝑓(𝑏𝑘

1). Definisikan 𝑓(𝑏𝑖
1) = 2𝑛 + 3 − 𝑖 

dan 𝑓(𝑏𝑘
1) = 2𝑛 + 3 − 𝑘. Karena 𝑓(𝑏𝑖

1) = 𝑓(𝑏𝑘
1) maka 2𝑛 + 3 − 𝑖 = 2𝑛 + 3 − 𝑘, akibatnya 𝑖 =

𝑘. Karena 𝑖 = 𝑘 maka dapat disimpulkan bahwa 𝑏𝑖
1 = 𝑏𝑘

1.  
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c. Untuk titik 𝑏𝑖
2 

Diketahui 𝑓(𝑏𝑖
2) = 𝑛 + (

2

𝑖
) untuk 𝑖 ≤ 2 dan 𝑓(𝑏𝑖

2) = 𝑛 − (𝑖 − 2) untuk 𝑖 > 2. Ambil sebarang 

titik 𝑏𝑖
2, 𝑏𝑘

2 ∈ 𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑓(𝑏𝑖
2) = 𝑓(𝑏𝑘

2). 

Kasus 1: 𝑖 ≤ 2 

Definisikan 𝑓(𝑏𝑖
2) = 𝑛 + (

2

𝑖
) dan 𝑓(𝑏𝑘

2) = 𝑛 + (
2

𝑘
). Karena 𝑓(𝑏𝑖

2) = 𝑓(𝑏𝑘
2) maka 𝑛 + (

2

𝑖
) = 𝑛 +

(
2

𝑘
), akibatnya diperoleh 𝑖 = 𝑘. Karena 𝑖 = 𝑘 maka dapat disimpulkan bahwa 𝑏𝑖

2 = 𝑏𝑘
2.  

Kasus 2: 𝑖 > 2 

Definisikan 𝑓(𝑏𝑖
2) = 𝑛 − (𝑖 − 2) dan 𝑓(𝑏𝑘

2) = 𝑛 − (𝑘 − 2). Karena 𝑓(𝑏𝑖
2) = 𝑓(𝑏𝑘

2) maka 

𝑛 − (𝑖 − 2) = 𝑛 − (𝑘 − 2), akibatnya diperoleh 𝑖 = 𝑘. Karena 𝑖 = 𝑘 maka dapat disimpulkan 

bahwa 𝑏𝑖
2 = 𝑏𝑘

2.  

Berdasarkan a, b dan c maka terbukti bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif.  

3. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi bijektif 

Diketahui bahwa sisi pada graf 𝑈(𝑆𝑛) adalah 𝑎𝑚𝑎𝑚+1,  𝑎1𝑏𝑖
1 dan 𝑎4𝑏𝑖

2 dengan 𝑚 = 1, 2, 3 dan 

𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Selain itu diketahui bahwa himpunan sisi 𝐸(𝑈(𝑆𝑛)) dipetakan ke {1, 2, … , 2𝑛 + 3}. 

Untuk membuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi bijektif, maka perlu dibuktikan bahwa 𝑓 

merupakan fungsi injektif sekaligus fungsi surjektif. 

a. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif 

1) Untuk sisi 𝑎𝑚𝑎𝑚+1 dengan 𝑚 = 1, 2 dan 3 

Didefinisikan pelabelan graceful pada sisi 𝑎𝑚𝑎𝑚+1 adalah 𝑓(𝑎𝑚𝑎𝑚+1) = |𝑓(𝑎𝑚) − 𝑓(𝑎𝑚+1)| 

untuk setiap 𝑚 = 1, 2, 3.  

Kasus 1: 𝑚 = 1 

𝑓(𝑎1𝑎2) = |𝑓(𝑎1) − 𝑓(𝑎2)| 

 = |0 − (2𝑛 + 2)| 

 = 2𝑛 + 2 
 

Kasus 2: 𝑚 = 2 

𝑓(𝑎2𝑎3) = |𝑓(𝑎2) − 𝑓(𝑎3)| 

 = |(2𝑛 + 2) − (𝑛)| 

 = 𝑛 + 2 
 

Kasus 3: 𝑚 = 3 

𝑓(𝑎3𝑎4) = |𝑓(𝑎3) − 𝑓(𝑎4)| 

 = |(𝑛) − 1| 

 = 𝑛 − 1 
 

Berdasarkan pola pelabelan yang didefinisikan pada sisi 𝑎1𝑎2, 𝑎2𝑎3 dan 𝑎3𝑎4, maka terlihat 

bahwa sisi 𝑎1𝑎2, 𝑎2𝑎3 dan 𝑎3𝑎4 memiliki tepat satu pasangan pada {1, 2, … , 2𝑛 + 3}. 

2) Untuk sisi 𝑎1𝑏𝑖
1 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Didefinisikan pelabelan graceful pada sisi 𝑎1𝑏𝑖
1 adalah 𝑓(𝑎1𝑏𝑖

1 ) = |𝑓(𝑎1) − 𝑓(𝑏𝑖
1 )|.  

Kasus 1: 𝑖 = 1 

𝑓(𝑎1𝑏1
1) = |𝑓(𝑎1) − 𝑓(𝑏1

1)| 

 = |0 − (2𝑛 + 3)| 

 = 2𝑛 + 3 
 

Berdasarkan pola pelabelan yang didefinisikan pada sisi 𝑎1𝑏1
1, maka terlihat bahwa sisi 𝑎1𝑏1

1
 

memiliki tepat satu pasangan pada {1, 2, … , 2𝑛 + 3}. 

Kasus 2: 𝑖 > 1 

Diambil sebarang sisi 𝑎1𝑏𝑖
1,  𝑎1𝑏𝑘

1 ∈ 𝐸(𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑎1, 𝑏𝑖
1,  𝑏𝑘

1 ∈ 𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) dan 𝑖 ≠ 𝑘. 

Didefinisikan bahwa 𝑓(𝑎1𝑏𝑖
1 ) = |𝑓(𝑎1) − 𝑓(𝑏𝑖

1 )| dan 𝑓(𝑎1𝑏𝑖
1 ) = |𝑓(𝑎1) − 𝑓(𝑏𝑘

1 )|.  

𝑓(𝑎1𝑏𝑖
1) = |𝑓(𝑎1) − 𝑓(𝑏𝑖

1 )|  𝑓(𝑎1𝑏𝑘
1) = |𝑓(𝑎1) − 𝑓(𝑏𝑘

1 )| 

 = |0 − (2𝑛 + 3 − 𝑖)|   = |0 − (2𝑛 + 3 − 𝑘)| 

 = 2𝑛 + 3 − 𝑖   = 2𝑛 + 3 − 𝑘 

Karena 𝑖 ≠ 𝑘 maka 2𝑛 + 3 − 𝑖 ≠ 2𝑛 + 3 − 𝑘. Akibatnya diperoleh bahwa 𝑓(𝑎1𝑏𝑖
1) ≠

𝑓(𝑎1𝑏𝑘
1).  
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3) Untuk sisi 𝑎4𝑏𝑖
2 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Diambil sebarang sisi 𝑎4𝑏𝑖
2,  𝑎4𝑏𝑘

2 ∈ 𝐸(𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑎4, 𝑏𝑖
2,  𝑏𝑘

2 ∈ 𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) dan 𝑖 ≠ 𝑘. 

Didefinisikan bahwa 𝑓(𝑎4𝑏𝑖
2 ) = |𝑓(𝑎4) − 𝑓(𝑏𝑖

2 )| dan 𝑓(𝑎4𝑏𝑘
2 ) = |𝑓(𝑎4) − 𝑓(𝑏𝑘

2 )|.  

Kasus 1: 𝑖 ≤ 2 

𝑓(𝑎4𝑏𝑖
2) = |𝑓(𝑎4) − 𝑓(𝑏𝑖

2)|  𝑓(𝑎4𝑏𝑘
2) = |𝑓(𝑎4) − 𝑓(𝑏𝑘

2)| 

 = |1 − (𝑛 + (
2

𝑖
)| 

 
 = |1 − (𝑛 + (

2

𝑘
)| 

 = 𝑛 + (
2

𝑖
) − 1   = 𝑛 + (

2

𝑘
) − 1 

Karena 𝑖 ≠ 𝑘 maka 𝑛 + (
2

𝑖
) − 1 ≠  𝑛 + (

2

𝑘
) − 1, akibatnya diperoleh bahwa 𝑓(𝑎4𝑏𝑖

2) ≠

𝑓(𝑎4𝑏𝑘
2).  

Kasus 2: 𝑖 > 2 

𝑓(𝑎4𝑏𝑖
2) = |𝑓(𝑎4) − 𝑓(𝑏𝑖

2)|  𝑓(𝑎4𝑏𝑘
2) = |𝑓(𝑎4) − 𝑓(𝑏𝑘

2)| 

 = |1 − (𝑛 − (𝑖 − 2)|   = |1 − (𝑛 − (𝑘 − 2)| 

 = 𝑛 − 𝑖 + 1   = 𝑛 − 𝑘 + 1 

Karena 𝑖 ≠ 𝑘 maka 𝑛 − 𝑖 + 1 ≠  𝑛 − 𝑘 + 1, akibatnya diperoleh bahwa 𝑓(𝑎4𝑏𝑖
2) ≠

𝑓(𝑎4𝑏𝑘
2).  

Berdasarkan 1), 2) dan 3) maka terbukti bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif. 

b. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi surjektif 

Diketahui |𝐸(𝑈(𝑆𝑛))| = 2𝑛 + 3 dengan 𝑛 ∈ ℕ. Selain itu diketahui bahwa himpunan sisi 

𝐸(𝑈(𝑆𝑛) ) dipetakan ke himpunan bilangan {1, 2, … , |𝐸(𝑈(𝑆𝑛) )|}, artinya terdapat sebanyak 

|𝐸(𝑈(𝑆𝑛) )| bilangan untuk melabeli himpunan sisi 𝐸(𝑈(𝑆𝑛) ). Karena |𝐸(𝑈(𝑆𝑛))| =

|{1, 2, … , 2𝑛 + 3}| dan  𝑓 merupakan fungsi injektif maka dapat disimpulkan bahwa  𝑓 merupakan 

fungsi surjektif.  

Karena 𝑓 merupakan fungsi injektif dan sekaligus fungsi surjektif, maka terbukti bahwa  𝑓 merupakan 

fungsi bijektif. 

Dengan demikian, berdasarkan 1, 2 dan 3 maka terbukti bahwa graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) adalah graf 

graceful untuk 𝑛 ≥ 2 dan 𝑛 ∈ ℕ.∎ 

Sedangkan pembahasan mengenai pelabelan skolem graceful pada graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dituangkan 

dalam Teorema 11 berikut. 

Teorema 11 Graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑛 ≥ 2 dan 𝑛 ∈ ℕ adalah graf skolem graceful. 

Bukti Diberikan graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan Gambar 2, diketahui 

𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) = {𝑎𝑗, 𝑏𝑖
1, 𝑏𝑖

2|1 ≤ 𝑗 ≤ 4, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐸(𝑈(𝑆𝑛))  =  {𝑎𝑚𝑎𝑚+1, 𝑎1𝑏𝑖
1, 𝑎4𝑏𝑖

2|1 ≤ 𝑚 ≤

3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. Didefinisikan pola fungsi pelabelan skolem graceful pada graf 𝑈(𝑆𝑛) sebagai berikut. 

𝑔(𝑎1) = 1 

𝑔(𝑎2) = 2𝑛 +  3 

𝑔(𝑎3) = 𝑛 +  1 

𝑔(𝑎4) = 2 

𝑔(𝑏𝑖
1) = {

2𝑛 + 4,        𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 = 1, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛
2𝑛 + 4 − 𝑖,   𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 >  1, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

 

𝑔(𝑏𝑖
2) = {

𝑛 + (
𝑖+2

𝑖
) ,      𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 ≤ 2, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

𝑛 − (𝑖 − 3),   𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑖 >  2, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛
 

Dengan menggunakan langkah pembuktian yang sama seperti pada Teorema 10 maka terbukti bahwa 

fungsi 𝑔 memetakan 𝑉(𝑈(𝑆𝑛)) ke {1, 2, … , |𝑉(𝑈(𝑆𝑛))|}, 𝑔 merupakan fungsi injektif dan 𝑔 
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merupakan fungsi bijektif. Dengan demikian, terbukti bahwa graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) adalah graf 

skolem graceful untuk 𝑛 ≥ 2 dan 𝑛 ∈ ℕ.∎ 

Pembahasan mengenai pelabelan graceful pada graf 𝑆𝑛 , 3 dituangkan dalam Teorema 12 berikut. 

Teorema 12 Graf 𝑆𝑛, 3  dengan 𝑛 ∈ ℕ adalah graf graceful. 

Bukti Diberikan graf 𝑆𝑛, 3  dengan 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan Gambar 2, diketahui 

𝑉(𝑆𝑛, 3) = {𝑢𝑥, 𝑣𝑖
1, 𝑣𝑖

2, 𝑣𝑖
3|1 ≤ 𝑥 ≤ 4, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan  𝐸(𝑆𝑛, 3) = {𝑢1𝑢𝑤, 𝑢2𝑣𝑖

1, 𝑢3𝑣𝑖
2, 𝑢4𝑣𝑖

3| 2 ≤ 𝑤 ≤

4, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. Selain itu, diketahui graf 𝑆𝑛, 3 memiliki titik sebanyak 3𝑛 + 4 dan sisi sebanyak 3𝑛 +

3. Didefinisikan pola pelabelan graceful pada graf 𝑆𝑛, 3 sebagai berikut. 

𝑓(𝑢1)  =  2𝑛 +  3 

𝑓(𝑢2)  =  0 

𝑓(𝑢3)  =  1  

𝑓(𝑢4)  =  𝑛 +  2 

𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) = (4 − 𝑗)𝑛 + 5 − (𝑖 + 𝑗), dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1, 2, 3 

1. Akan dibuktikan untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, fungsi 𝑓 memetakan 𝑉(𝑆𝑛, 3) ke {0, 1, 2, … , |𝐸(𝑆𝑛, 3)|} 

a. Untuk titik 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 dan 𝑢4  

Diketahui 𝑓(𝑢1) = 2𝑛 + 3, 𝑓(𝑢2) = 0, 𝑓(𝑢3) = 1  dan 𝑓(𝑢4) = 𝑛 + 2. Sehingga untuk setiap 

𝑛 ∈ ℕ maka titik 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 dan 𝑢4 dipetakan ke salah satu elemen himpunan {0, 1, 2, … , |3𝑛 + 3|}.  

b. Untuk titik 𝑣𝑖
𝑗
 dengan 𝑗 = 1, 2, 3 dan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Diketahui 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) = (4 − 𝑗)𝑛 + 5 − (𝑖 + 𝑗).  

Kasus 1: 𝑗 = 1 

𝑓(𝑣𝑖
1) = 3𝑛 + 4 − 𝑖 

Karena 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dan 𝑛 ∈ ℕ maka 2𝑛 + 4 ≤ 3𝑛 + 4 − 𝑖 ≤ 3𝑛 + 3. Selain itu 0 < 2𝑛 + 4, 

akibatnya 0 < 3𝑛 + 4 − 𝑖 ≤ 3𝑛 + 3. Sehingga diperoleh 0 < 𝑓(𝑣𝑖
1) ≤ 3𝑛 + 3. 

Kasus 2: 𝑗 = 2 

𝑓(𝑣𝑖
2) = 2𝑛 + 3 − 𝑖 

Karena 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dan 𝑛 ∈ ℕ maka 𝑛 + 3 ≤ 2𝑛 + 3 − 𝑖 ≤ 2𝑛 + 2. Selain itu 0 < 3𝑛 + 3 dan 

2𝑛 + 2 < 3𝑛 + 3, akibatnya 0 < 2𝑛 + 3 − 𝑖 < 3𝑛 + 3. Sehingga diperoleh 0 < 𝑓(𝑣𝑖
2) < 3𝑛 + 3. 

Kasus 3: 𝑗 = 3 

𝑓(𝑣𝑖
2) = 𝑛 + 2 − 𝑖 

Karena 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dan 𝑛 ∈ ℕ maka 2 ≤ 𝑛 + 2 − 𝑖 ≤ 𝑛 + 1. Selain itu 0 < 2 dan 𝑛 + 1 <

3𝑛 + 3, akibatnya 0 < 𝑛 + 2 − 𝑖 < 3𝑛 + 3. Sehingga diperoleh 0 < 𝑓(𝑣𝑖
3) < 3𝑛 + 3. 

Berdasarkan Kasus 1, Kasus 2 dan Kasus 3, terbukti bahwa titik 𝑣𝑖
𝑗
 dipetakan ke salah satu elemen 

{0, 1, 2, … , |𝐸(𝑆𝑛, 3)|} untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, 3 dan 𝑛 ∈ ℕ. 

2. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif  

a. Untuk titik 𝑢1 dan 𝑢4 

Diketahui 𝑓(𝑢1) = 2𝑛 + 3 dan 𝑓(𝑢4) = 𝑛 + 2 dengan 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan pola pelabelan graceful 

yang didefinisikan pada titik 𝑢1 dan 𝑢4, maka terlihat bahwa titik 𝑢1 dan 𝑢4 memiliki tepat satu 

pasangan dalam himpunan {0, 1, 2, … , 3𝑛 + 3}. 

b. Untuk titik 𝑣𝑖
𝑗
 

Diketahui 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) = (4 − 𝑗)𝑛 + 5 − (𝑖 + 𝑗) dengan 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dan 𝑛 ∈ ℕ. Diambil 

sebarang titik 𝑣𝑖
𝑗
,𝑣𝑘

𝑗
∈ 𝑉(𝑆𝑛, 3) dengan 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
) = 𝑓(𝑣𝑘

𝑗
).  
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Kasus 1: 𝑗 = 1 

Didefinisikan 𝑓(𝑣𝑖
1) = 3𝑛 + 4 − 𝑖 dan 𝑓(𝑣𝑘

1) = 3𝑛 + 4 − 𝑘. Karena 𝑓(𝑣𝑖
1) = 𝑓(𝑣𝑘

1) maka 

3𝑛 + 4 − 𝑖 = 3𝑛 + 4 − 𝑘, akibatnya 𝑖 = 𝑘. Karena 𝑖 = 𝑘 maka dapat disimpulkan bahwa 𝑣𝑖
1 = 𝑣𝑘

1.  

Kasus 2: 𝑗 = 2 

Didefinisikan 𝑓(𝑣𝑖
2) = 2𝑛 + 3 − 𝑖 dan 𝑓(𝑣𝑘

2) = 2𝑛 + 3 − 𝑘. Karena 𝑓(𝑣𝑖
2) = 𝑓(𝑣𝑘

2) maka 

2𝑛 + 3 − 𝑖 = 2𝑛 + 3 − 𝑘, akibatnya 𝑖 = 𝑘. Karena 𝑖 = 𝑘 maka dapat disimpulkan bahwa 𝑣𝑖
2 =

𝑣𝑘
2.  

Kasus 3: 𝑗 = 3 

Didefinisikan 𝑓(𝑣𝑖
3) = 𝑛 + 2 − 𝑖 dan 𝑓(𝑣𝑘

3) = 𝑛 + 2 − 𝑘. Karena 𝑓(𝑣𝑖
3) = 𝑓(𝑣𝑘

3) maka 𝑛 + 2 −

𝑖 = 𝑛 + 2 − 𝑘, akibatnya 𝑖 = 𝑘. Karena 𝑖 = 𝑘 maka dapat disimpulkan bahwa 𝑣𝑖
3 = 𝑣𝑘

3.  

Berdasarkan a dan b, maka terbukti bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif. 

3. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi bijektif 

Diketahui bahwa sisi pada graf 𝑆𝑛, 3 adalah 𝑢1𝑢𝑤, 𝑢2𝑣𝑖
1, 𝑢3𝑣𝑖

2 dan 𝑢4𝑣𝑖
3 dengan 𝑤 = 2, 3, 4 dan 

𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Selain itu diketahui bahwa 𝐸(𝑆𝑛, 3) dipetakan ke {1, 2, … , 3𝑛 + 3}. Untuk 

membuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi bijektif, maka perlu dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan 

fungsi injektif sekaligus fungsi surjektif. 

a. Akan dibuktikan bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif 

1) Untuk sisi 𝑢1𝑢𝑤 dengan 𝑤 = 2, 3, 4 

Didefinisikan pelabelan graceful pada sisi 𝑢1𝑢𝑤 adalah 𝑓(𝑢1𝑢𝑤) = |𝑓(𝑢1) − 𝑓(𝑢𝑤)|.  

Kasus 1: 𝑤 = 2 

𝑓(𝑢1𝑢2) = |𝑓(𝑢1) − 𝑓(𝑢2)| 

 = |2𝑛 + 3 − 0| 

 = 2𝑛 + 3 
 

Kasus 2: 𝑤 = 3 

𝑓(𝑢1𝑢3) = |𝑓(𝑢1) − 𝑓(𝑢3)| 

 = |2𝑛 + 3 − 1| 

 = 2𝑛 + 2 
 

Kasus 3: 𝑤 = 4 

𝑓(𝑢1𝑢4) = |𝑓(𝑢1) − 𝑓(𝑢4)| 

 = |(2𝑛 + 3) − (𝑛 + 2)| 

 = 𝑛 + 1 
 

Berdasarkan pola pelabelan yang didefinisikan pada sisi 𝑢1𝑢2, 𝑢1𝑢3 dan 𝑢1𝑢4, maka terlihat 

bahwa sisi 𝑢1𝑢2, 𝑢1𝑢3 dan 𝑢1𝑢4 memiliki tepat satu pasangan dalam {1, 2, … , 3𝑛 + 3}. 

2) Untuk sisi 𝑢2𝑣𝑖
1 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Diambil sebarang sisi 𝑢2𝑣𝑖
1, 𝑢2𝑣𝑘

1 ∈ 𝐸(𝑆𝑛,3) dengan 𝑢2, 𝑣𝑖
1, 𝑣𝑘

1 ∈ 𝑉(𝑆𝑛,3) dan 𝑖 ≠ 𝑘. 

Didefinisikan bahwa 𝑓(𝑢2𝑣𝑖
1) = |𝑓(𝑢2) − 𝑓(𝑣𝑖

1)| dan 𝑓(𝑢2𝑣𝑘
1) = |𝑓(𝑢2) − 𝑓(𝑣𝑘

1)|.  

𝑓(𝑢2𝑣𝑖
1) = |𝑓(𝑢2) − 𝑓(𝑣𝑖

1 )|  𝑓(𝑢2𝑣𝑘
1) = |𝑓(𝑢2) − 𝑓(𝑣𝑘

1 )| 

 = |0 − (3𝑛 + 4 − 𝑖)|   = |0 − (3𝑛 + 4 − 𝑘)| 

 = 3𝑛 + 4 − 𝑖   = 3𝑛 + 4 − 𝑘 
 

Karena 𝑖 ≠ 𝑘 maka 3𝑛 + 4 − 𝑖 ≠ 3𝑛 + 4 − 𝑘. Akibatnya diperoleh bahwa 𝑓(𝑢2𝑣𝑖
1) ≠

𝑓(𝑢2𝑣𝑘
1).  

3) Untuk sisi 𝑢3𝑣𝑖
2 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Diambil sebarang sisi 𝑢3𝑣𝑖
2, 𝑢3𝑣𝑘

2 ∈ 𝐸(𝑆𝑛,3) dengan 𝑢3, 𝑣𝑖
2, 𝑣𝑘

2 ∈ 𝑉(𝑆𝑛,3) dan 𝑖 ≠ 𝑘. 

Didefinisikan bahwa 𝑓(𝑢3𝑣𝑖
2) = |𝑓(𝑢3) − 𝑓(𝑣𝑖

2)| dan 𝑓(𝑢3𝑣𝑘
2) = |𝑓(𝑢3) − 𝑓(𝑣𝑘

2)|.  

𝑓(𝑢3𝑣𝑖
2) = |𝑓(𝑢3) − 𝑓(𝑣𝑖

2)|  𝑓(𝑢3𝑣𝑘
2) = |𝑓(𝑢3) − 𝑓(𝑣𝑘

2)| 

 = |1 − (2𝑛 + 3 − 𝑖|   = |1 − (2𝑛 + 3 − 𝑘| 

 = 2𝑛 + 2 − 𝑖   = 2𝑛 + 2 − 𝑘 
 

Karena 𝑖 ≠ 𝑘 maka 2𝑛 + 2 − 𝑖 ≠ 2𝑛 + 2 − 𝑘. Akibatnya diperoleh bahwa 𝑓(𝑢3𝑣𝑖
2) ≠

𝑓(𝑢3𝑣𝑘
2).  

4) Untuk sisi 𝑢4𝑣𝑖
3 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Diambil sebarang sisi 𝑢4𝑣𝑖
3, 𝑢4𝑣𝑘

3 ∈ 𝐸(𝑆𝑛,3) dengan 𝑢4, 𝑣𝑖
3, 𝑣𝑘

3 ∈ 𝑉(𝑆𝑛,3) dan 𝑖 ≠ 𝑘.  

Didefinisikan bahwa 𝑓(𝑢4𝑣𝑖
3) = |𝑓(𝑢4) − 𝑓(𝑣𝑖

3)| dan 𝑓(𝑢4𝑣𝑘
3) = |𝑓(𝑢4) − 𝑓(𝑣𝑘

3)|.  
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𝑓(𝑢4𝑣𝑖
3) = |𝑓(𝑢4) − 𝑓(𝑣𝑖

3)|  𝑓( 𝑢4𝑣𝑘
3) = |𝑓(𝑢4) − 𝑓(𝑣𝑘

3)| 

 = |(𝑛 + 2) − (𝑛 + 2 − 𝑖)|   = |(𝑛 + 2) − (𝑛 + 2 − 𝑘)| 

 = 𝑖   = 𝑘 

Karena 𝑖 ≠ 𝑘 maka dapat disimpulkan bahwa 𝑓(𝑢4𝑣𝑖
3) ≠ 𝑓(𝑢4𝑣𝑘

3).  

Berdasarkan 1), 2), 3) dan 4) maka terbukti bahwa 𝑓 merupakan fungsi injektif. 

b. Akan dibuktikan bahwa 𝑓merupakan fungsi surjektif 

Diketahui |𝐸(𝑆𝑛, 3)| = 3𝑛 + 3 dengan 𝑛 ∈ ℕ. Selain itu diketahui bahwa himpunan sisi 𝐸(𝑆𝑛, 3) 

dipetakan ke himpunan bilangan {1, 2, … , |𝐸(𝑆𝑛, 3)|}, artinya terdapat sebanyak |𝐸(𝑆𝑛, 3)| 

bilangan untuk melabeli himpunan sisi 𝐸(𝑆𝑛, 3). Karena |𝐸(𝑆𝑛, 3)| = |{1, 2, … , 3𝑛 + 3}| dan   𝑓 

merupakan fungsi injektif maka dapat disimpulkan bahwa   𝑓 merupakan fungsi surjektif.  

Karena  𝑓 merupakan fungsi injektif dan sekaligus fungsi surjektif, maka terbukti bahwa  𝑓 

merupakan fungsi bijektif. 

Dengan demikian, berdasarkan 1, 2 dan 3 terbukti bahwa graf 𝑆𝑛, 3 adalah graf graceful untuk 

𝑛 ∈ ℕ.∎ 

Sedangkan pembahasan mengenai pelabelan skolem graceful pada graf 𝑆𝑛, 3 dituangkan dalam 

Teorema 13 berikut. 

Teorema 13 Graf 𝑆𝑛, 3  dengan 𝑛 ∈ ℕ adalah graf skolem graceful. 

Bukti Diberikan graf 𝑆𝑛, 3  dengan 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan Gambar 2, diketahui 

𝑉(𝑆𝑛, 3) = {𝑢𝑥, 𝑣𝑖
1, 𝑣𝑖

2, 𝑣𝑖
3|1 ≤ 𝑥 ≤ 4, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan  𝐸(𝑆𝑛, 3) = {𝑢1𝑢𝑤 , 𝑢2𝑣𝑖

1, 𝑢3𝑣𝑖
2, 𝑢4𝑣𝑖

3| 2 ≤

𝑤 ≤ 4, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. Selain itu, diketahui graf 𝑆𝑛, 3 memiliki titik sebanyak 3𝑛 + 4 dan sisi sebanyak 

3𝑛 + 3. Didefinisikan pola fungsi pelabelan skolem graceful pada graf 𝑆𝑛, 3 sebagai berikut. 

𝑔(𝑢1) = 2𝑛 +  4 

𝑔(𝑢2) = 1 

𝑔(𝑢3) = 2  

𝑔(𝑢4) = 𝑛 +  3 

𝑔(𝑣𝑖
𝑗
) = (4 − 𝑗)𝑛 + 6 − (𝑖 + 𝑗), dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1, 2, 3 

Dengan menggunakan langkah pembuktian yang sama seperti pada Teorema 12 maka terbukti bahwa 

fungsi 𝑔  memetakan 𝑉(𝑆𝑛, 3) ke {1, 2, … , |𝑉(𝑆𝑛, 3)|}, 𝑔 merupakan fungsi injektif dan 𝑔 merupakan 

fungsi bijektif. Dengan demikian terbukti bahwa graf 𝑆𝑛, 3 adalah graf skolem graceful untuk 𝑛 ∈ ℕ.∎ 

KESIMPULAN 

Pelabelan graceful pada graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) adalah fungsi injektif 𝑓 dari himpunan titik 𝑉(𝐺) 

ke himpunan bilangan {0,1,2, . . . , |𝐸(𝐺)|} yang menginduksi fungsi bijektif 𝑓 dari himpunan sisi 𝐸(𝐺) 

ke himpunan bilangan {1,2, . . . , |𝐸(𝐺)|} sedemikian sehingga untuk setiap sisi 𝑢𝑣 ∈  𝐸(𝐺) dengan 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) berlaku 𝑓(𝑢𝑣) = |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)|. Sedangkan pelabelan skolem graceful merupakan 

bentuk perluasan atau moodifikasi dari pelabelan graceful. Berdasarkan pembahasan diatas, maka 

dapat disimpulkan bahwa graf U-bintang (𝑈(𝑆𝑛)) dengan 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ merupakan graf graceful dan 

graf skolem graceful. Selain itu juga diperoleh bahwa graf 𝑆𝑛, 3 dengan 𝑛 ∈ ℕ juga merupakan graf 

graceful dan graf skolem graceful. 
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