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KEKONVERGENAN BARISAN PADA RUANG METRIK MODULAR

Desi Indriyani, Mariatul Kiftiah, Helmi

INTISARI

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji konsep ruang metrik, ruang modular dan ruang metrik modular.
Ruang metrik adalah pasangan (X, d) dengan X merupakan himpunan tak kosong dan d adalah suatu
metrik di X. Konsep ruang metrik dikembangkan menjadi ruang metrik yang dibangun oleh modular
disebut dengan ruang metrik modular. Modular yang dinotasikan dengan p adalah suatu fungsi yang
memenuhi aksioma-aksioma tertentu pada ruang linear. Suatu himpunan yang merupakan subruang
linear dengan p(Af) < o untuk f adalah anggota ruang linear dan A > 0 disebut sebagai ruang
modular yang dinotasikan dengan Y,. Ruang metrik modular adalah pasangan (X,,d,) dengan X,
merupakan himpunan metrik modular w dan d,, adalah metrik di X,. Selain mengkaji konsep ketiga
ruang, penelitian ini juga membahas kekonvergenan barisan pada masing-masing ruang. Pada ruang
modular, suatu barisan {x,,} dikatakan konvergen ke x jika p(x, — x) < &. Pada ruang metrik, suatu
barisan {x,} dikatakan konvergen ke x jika d(x,, x) < €. Sedangkan di ruang metrik modular, barisan
{x,,} dikatakan konvergen ke x jika w, (x,, x) < e.

Kata kunci: metrik, modular, konvergen

PENDAHULUAN

Konsep ruang metrik pertama kali diperkenalkan oleh Mourice Fréchet pada tahun 1906[1].
Kemudian, konsep ruang metrik mengalami pengembangan dan salah satu pengembangannya yaitu
ruang metrik yang dibangun oleh modular. Modular diperkenalkan pertama kali oleh Nakano pada
tahun 1950[2] dan digeneralisasikan oleh Musielak dan Orlicz dalam tulisannya tentang suatu
fungsional pada ruang vektor real yang disebut dengan modular[3]. Didefinisikan suatu himpunan
yang merupakan subruang linear dengan p(Af) < oo untuk f adalah anggota dari ruang linear dan
A > 0. Himpunan yang didefinisikan tersebut adalah ruang modular.

Selanjutnya, ruang metrik yang dibangun oleh modular disebut dengan ruang metrik modular.
Konsep ruang metrik modular diperkenalkan oleh Chistyakov pada tahun 2010[4]. Pada ruang metrik
dan ruang modular mempunyai kesamaan sifat kekonvergenan barisannya yaitu barisan yang
konvergen mempunyai titik limit yang tunggal dan setiap barisan yang konvergen merupakan barisan
Cauchy. Ruang metrik modular yang merupakan ruang metrik dibangun oleh modular akan
mempunyai kesamaan sifat kekonvergenan barisan dengan ruang metrik dan ruang modular. Oleh
karena itu, penelitian ini membahas mengenai kekonvergenan barisan pada ruang metrik modular.
Tujuan dari penelitian ini untuk mengetahui konsep ruang metrik, ruang modular, ruang metrik
modular dan kekonvergenan barisan pada masing-masing ruang.

RUANG METRIK

Ruang metrik merupakan pasangan (X,d) dengan X adalah himpunan yang tak kosong dan d
adalah suatu metrik di X. Berikut akan dijabarkan definisi dari ruang metrik hingga kelengkapan ruang
pada ruang metrik.
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Definisi 1. [1] Diberikan X himpunan yang tak kosong dan fungsi d: X X X — R . Fungsi d dikatakan
sebuah metrik jika memenuhi sifat-sifat berikut:

M1) d(x,y) = 0 untuk setiap x,y € X,

M2) d(x,y) = 0 jikadan hanya jika x =y,

M3) d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x,y € X,

M4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x,y,z € X.
Himpunan X yang dilengkapi dengan suatu metrik d yang dituliskan dengan (X, d) disebut sebagai
ruang metrik.

Selanjutnya, diberikan contoh untuk metrik dan ruang metrik pada Contoh 2 sebagai berikut:
Contoh 2. Didefinisikan metrik d pada ruang norm (R, ||-||) dengan d(x,y) = ||x — y|| untuk setiap
x,y € R. Himpunan R yang dilengkapi metrik d adalah ruang metrik.

Pada ruang metrik, suatu barisan dikatakan konvergen dan tidak konvergen apabila memenuhi syarat
yang terdapat pada Definisi 3. Berikut diberikan definisi tentang barisan yang dikatakan konvergen.
Definisi 3. [5] Barisan {x,} di ruang metrik (X,d) dikatakan kovergen jika untuk setiap € > 0
terdapat x € X dan bilangan asli n, sehingga untuk setiap n = n, dengan n € N berlaku

d(x,,x) < &.

Setelah diberikan definisi tentang barisan yang dikatakan konvergen, akan diberikan contoh tentang
barisan yang dikatakan konvergen sebagai berikut:
Contoh 4. Diberikan ruang metrik (R, d) dengan d(x,y) = |x — y| untuk setiap x,y € R. Barisan

{x,} dengan x, =1 —% untuk n = 1,2, ... adalah barisan yang konvergen ke 1 pada ruang metrik
(R,d).

Setiap barisan yang konvergen akan mempunyai titik limit. Berikut, diberikan teorema tentang
ketunggalan titik limit dari barisan yang konvergen.
Teorema 5. [5] Barisan {x,,} di ruang metrik yang konvergen mempunyai titik limit yang tunggal.
Bukti :
Diambil sebarang barisan {x,,} di ruang metrik (X, d) yang konvergen, katakan konvergen ke a dan ke
b dengan a, b € X. Berdasarkan Definisi 3, untuk setiap £ > 0 terdapat n,,n, € N berlaku
(i) d(xpa) < % untuk setiap n > n, dan
(i) d(xn, b) < untuk setiap n = n,.
Selanjutnya, diambil bilangan asli ny = maks{n,,n,} sehingga diperoleh untuk setiap n > n, berlaku
d(a,b) < d(a,x,) + d(x,,b)
=d(xp,a) + d(x,,b) < % + % =¢.
Karena d(a, b) < € untuk sebarang € > 0 maka berdasarkan M2 untuk d(a, b) = 0 diperoleh a = b.

Selain barisan yang konvergen pada ruang metrik juga terdapat barisan Cauchy. Berikut, diberikan
definisi dari barisan Cauchy.
Definisi 6. [5] Barisan {x,} di ruang metrik (X, d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0
terdapat bilangan asli ny sehingga untuk setiap m,n = n, dengan m, n € N berlaku

d(xy, xy) < €.

Pada barisan Cauchy, ada yang konvergen dan tidak konvergen. Dari konvergen dan tidak
konvergennya suatu barisan Cauchy dapat menentukan kelengkapan dari ruang metrik seperti pada
definisi berikut:

Definisi 7. [5] Ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalamnya dikatakan
konvergen.
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Selanjutnya, diberikan contoh untuk ruang metrik lengkap dengan barisan Cauchy yang konvergen
sebagai berikut:

Contoh 8. Diberikan ruang metrik (R,d) dengan metrik d(x,y) = |x — y| untuk setiap x,y € R.
Barisan {x,} dengan x,, = nTH untuk n = 1,2, ... adalah barisan Cauchy pada ruang metrik (R, d) dan

konvergen ke 1 sehingga ruang metrik (R, d) adalah ruang metrik lengkap.

RUANG MODULAR
Modular adalah suatu fungsi yang memenuhi sifat-sifat tertentu pada ruang linear. Sedangkan,
ruang modular adalah suatu himpunan yang didefinisikan dengan modular. Berikut diberikan definisi
dari modular.
Definisi 9. [2] Diberikan ruang linear Y pada K(K = C atau R). Sebuah fungsi p:Y — [0, co] disebut
modular, jika untuk setiap f, g € Y memenuhi sifat-sifat sebagai berikut :
(N1) p(f) = 0 jika dan hanya jika f =0,
(N2) p(=f) = p(f),
(N3) p(af +Bg) < p(f) + p(g) untuk setiap @, = 0 dengan a + 8 = 1.
Jika pada (N3) hanya memenuhi sifat berikut :
(N3”) p(af + Bg) < ap(f) + Bp(g) untuk setiap a, 8 = 0 dengan @ + 8 =1,
maka fungsi p disebut modular konvex.

Didefinisikan suatu himpunan yang disebut ruang modular sebagai berikut:
Definisi 10. [7] Jika p adalah modular di ruang linear Y maka

Y, ={f € Y; p(Af) < oo untuk suatu 4 > 0}
adalah ruang modular.

Selanjutnya, diberikan contoh modular dan ruang modular sebagai berikut:
Contoh 11. Diberikan ruang norm (R, ||-||) dengan p(f) = ||f|| untuk setiap f € R. Fungsi p adalah
modular dan R.;; adalah ruang modular.

Pada ruang modular, terdapat barisan yang dikatakan konvergen jika memenuhi definisi berikut ini :
Definisi 12. [7] Diberikan barisan {y,} dan y pada ruang modular Y,. Barisan {y,} dikatakan
konvergen—p jika untuk setiap € > 0 terdapat n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n = n,
dengann € N berlaku p(y, —y) < e.

Selanjutnya, diberikan contoh dari barisan yang konvergen sebagai berikut:
Contoh 13. Diberikan ruang modular R, dengan p(f) = [|f|l untuk setiap f € R. Barisan {y,}

dengan y, = ——untuk n = 1,2, ... adalah barisan yang konvergen ke 1 pada R

Pada ruang modular, barisan yang dikatakan konvergen mempunyai titik limit. Berikut, diberikan
teorema yang membahas ketunggalan titik limit barisan konvergen pada ruang modular.
Teorema 14. [6] Setiap barisan {y,} yang konvergen pada ruang modular ¥, mempunyai titik limit
yang tunggal.
Bukti :
Diambil sebarang barisan {y,} yang konvergen pada ruang modular Y,, katakan konvergen ke y; dan
ke y, dengan y;, y, € Y. Berdasarkan Definisi 12, untuk setiap € > 0 terdapat n,,n, € N berlaku

(i) p(yn — y1) < untuk setiap n > n; dan

(i) PO —y2) < untuk setiap n > n,.
Selanjutnya, diambil bilangan asli n, = maks{n,,n,} sehingga diperoleh untuk setiap n > n, berlaku




718 D. INDRIYANI, M. KIFTIAH, HELMI
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Berdasarkan N3 diperoleh

1 1 1 1 1 1 1 1
p (—y1 ——yz) =p (—y1 —=Y2+ sV ——yn> =p E(yl —Yn) +§(yn —¥2)

&

2~ ¢

1 1 1 1 P
p (E)ﬁ - EYZ) =p <§(y1 —Yn) +§(yn - 3’2)> <p1 =) o —y2) < T

Karena p Gyl - % yz) < & untuk sebarang £ > 0 maka p G vy — % yz) = 0 sehingga berdasarkan
(N1) diperoleh %}’1 - %yz = 0 yang berarti y; = y,.

Pada ruang modular, barisan dikatakan barisan Cauchy jika memenuhi definisi sebagai berikut:
Definisi 15. [7] Diberikan barisan {y,,} dan y pada ruang modular Y,. Barisan {y,,} dikatakan Cauchy-
p jika untuk setiap € > 0 terdapat n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n,m > n, dengan
n,m € N berlaku p(y,, — y) < €.

Pada ruang modular, barisan Cauchy mempengaruhi kelengkapan ruang modular apabila barisan
Cauchy konvergen dan tidak konvergen seperti pada definisi berikut:

Definisi 16. [3] Ruang modular Y,, dikatakan ruang modular lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy
pada modular adalah barisan konvergen.

Selanjutnya, diberikan contoh ruang modular lengkap dengan barisan Cauchy yang konvergen.
Contoh 17. Diberikan ruang modular Ry dengan p(f) = [|f]l untuk setiap f € R. Barisan {y,}

dengan y,, = % untuk n = 1,2, ... adalah barisan Cauchy dan konvergen ke % pada Ry sehingga R
adalah ruang modular lengkap.

RUANG METRIK MODULAR

Ruang metrik modular merupakan ruang metrik yang dibangun oleh modular. Pada ruang metrik
modular, terdapat suatu fungsi yang disebut dengan metrik modular jika memenuhi aksioma pada
definisi berikut:
Definisi 18. [4] Diberikan himpunan tak kosong X. Sebuah fungsi w: (0,0) X X X X — [0, co](ditulis
dengan (4, x,y) » w;(x,y)) dikatakan metrik modular di X jika untuk setiap x,y,z € X dan A, u €
(0, ) memenuhi aksioma berikut:

01) w;(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y,

02) wy(x,y) = wa(y, %),

03) watp(xy) < wa(x,2) + wy(2,y).

Dari metrik modular, didefinisikan himpunan metrik modular sebagai berikut:

Definisi 19. [4] Diberikan metrik modular w di X dan x, € X, didefinisikan himpunan sebagai berikut:
Xy = Xp(x9) = {x € X:w;(x,x9) = 0 untuk A — oo}

dikatakan sebagai himpunan metrik modular (sekitar x,).

Pada himpunan metrik modular, terdapat suatu metrik yang didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 20. [10] Diberikan metrik modular w dan himpunan metrik modular X,,. Didefinisikan
d,(x,y) =inf{l > 0: wy(x,y) < 1},

untuk setiap x,y € X,,. Fungsi d,, disebut sebagai suatu metrik pada X, .

Himpunan metrik modular X, yang dilengkapi dengan suatu metrik d,, yang dituliskan dengan

(X, d,,) disebut sebagai ruang metrik modular.

Selanjutnya, diberikan contoh untuk metrik modular, himpunan metrik modular dan metrik pada
himpunan metrik modular sebagai berikut:
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Contoh 21. Didefinisikan w:(0,0) X RX R — [0,0] dengan w;(x,y) = @ untuk setiap

x,y € R dan 1 € (0,). Selanjutnya, dapat ditunjukkan « adalah metrik modular dan diambil

sebarang x, x, € R maka

d(x,x0) _ llx=xll _
A—co A

}im W (x,x9) = }im 0
Sehingga X, = R dan diperoleh d,, sebagai berikut
d,(,y) =inf{l>0:w;(x,y) <1}

x —
= inf{A > 0:”/1—"” <A}
=inf{1> 0:|x — y|| <22}

=inf{A>0:/[lx—yll <A}

de(x,y) =+/llx =yl
maka X, = R yang dilengkapi d,, adalah ruang metrik modular.

Pada ruang metrik modular, didefinisikan suatu barisan yang dikatakan konvergen seperti pada
definisi berikut ini:
Definisi 22. [8] Diberikan ruang metrik modular (X, d,,) dan barisan {x,} di (X,,d,,). Barisan {x,,}
dikatakan konvergen metrik modular atau konvergen—w ke x € X, jika untuk setiap € > 0 terdapat
n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n > n, dengan n € N berlaku

w3 (X, x) < e
Selanjutnya, diberikan contoh barisan yang dikatakan konvergen pada ruang metrik modular sebagai
berikut:

Contoh 23. Diberikan ruang metrik modular (R, d,) dengan d,, = /|lx — y|| dan w;(x,y) = @

untuk setiap x,y € R dan 1 € (0, ). Barisan {x,,} dengan x,, = "TH untuk n = 1,2,.. adalah barisan
yang konvergen ke 1 pada ruang metrik modular (R, d,,).

Pada ruang metrik modular, setiap barisan yang konvergen mempunyai titik limit. Berikut, diberikan
teorema tentang ketunggalan titik limit barisan yang konvergen pada ruang metrik modular.

Teorema 24. [9] Setiap barisan {x,} yang konvergen di ruang metrik modular (X, d,,) mempunyai
titik limit yang tunggal.

Bukti :

Diambil sebarang barisan {x,} yang konvergen di ruang metrik modular (X, d,,), katakan konvergen
ke x; dan ke x, dengan x,, x, € X,,. Berdasarkan Definisi 22, untuk setiap ¢ > 0 terdapat n,,n, € N
berlaku

(i) @a(xn x1) <~ untuk setiap n > ny, dan
(il) @, (xn X,) < - untuk setiap n = n,.
Selanjutnya, diambil bilangan asli n, = maks{n,, n,} sehingga diperoleh untuk setiap n > n, berlaku
W4 (X1, %2) < 0a(Xy, X)) + Wy (X0, X2)
= Wy (xp, x1) + 0, (Xn, X2) < g +§ =¢.
Karena wy,(xq,x;) < & untuk sebarang £ > 0 maka berdasarkan O1, w;,,(x;,x;) = 0 sehingga
diperoleh x; = x;.
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Pada ruang metrik modular, barisan dikatakan barisan Cauchy bila memenuhi definisi sebagai berikut:
Definisi 25. [8] Diberikan ruang metrik modular (X,,, d,,) dan barisan {x,,} di (X, d,,). Barisan {x,,}
dikatakan barisan Cauchy metrik modular atau Cauchy—w ke x € X, jika untuk setiap € > 0 terdapat
ny € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n = n, dengan m,n € N berlaku

w3 (X, xp) < €.

Barisan Cauchy yang konvergen dan tidak konvergen mempengaruhi kelengkapan ruang pada ruang
metrik modular seperti yang terdapat pada definisi berikut :

Definisi 26. [8] Ruang metrik modular dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy pada metrik
modular adalah barisan konvergen.

Berikut, diberikan contoh ruang metrik modular lengkap dengan barisan Cauchy yang konvergen.

Contoh 27. Diberikan ruang metrik modular (R, d,,) dengan d,, = +/||x — y|| dan w;(x,y) = @

untuk setiap x,y € R dan A € (0, ). Barisan {x,} dengan x, = "n—+22 untuk n = 1,2, .. adalah barisan

Cauchy dan konvergen ke 0 pada ruang metrik modular (R,d,) sehingga ruang metrik modular
(R, d,,) adalah ruang metrik modular yang lengkap.

PENUTUP

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah dijabarkan, dapat disimpulkan bahwa ruang
metrik modular adalah himpunan metrik modular X,, yang dilengkapi dengan suatu metrik d,, yang
dituliskan dengan (X,,d,). Pada ruang metrik modular, jika barisan {x,} konvergen ke x maka
berlaku w,(x,,x) < e. Ruang metrik modular mempunyai kesamaan sifat kekonvergenan barisan
dengan ruang metrik dan ruang modular
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