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TRANSFORMASI LAPLACE MODIFIKASI UNTUK MENYELESAIKAN
BEBERAPA PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA LINEAR

Yusnanda, Helmi, Yudhi

INTISARI

Transformasi Laplace merupakan salah satu jenis transformasi integral yang dapat menyelesaikan
berbagai persamaan diferensial biasa linear. Tetapi pada persamaan diferensial biasa linear dengan
koefisien variabel, Transformasi Laplace hanya dapat menyelesaikan beberapa persamaan diferensial
tertentu. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk memodifikasi Transformasi Laplace menjadi sebuah
transformasi integral yang baru sehingga dapat menyelesaikan persamaan diferensial yang sebelumnya
tidak dapat diselesaikan dengan Transformasi Laplace. Penyelesaian persamaan diferensial biasa linear
dengan metode Transformasi Laplace modifikasi dilakukan dengan cara mentransformasikan persamaan
diferensial menjadi sebuah fungsi dalam variabel transformasi. Fungsi tersebut kemudian
ditransformasikan dengan invers Transformasi Laplace modifikasi agar diperoleh penyelesaian dari
persamaan diferensial yang diberikan. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa Transformasi Laplace
modifikasi dapat menyelesaikan beberapa persamaan diferensial biasa linear yang tidak dapat
diselesaikan dengan Transformasi Laplace.

Kata kunci: persamaan diferensial biasa linear, Transformasi Laplace modifikasi

PENDAHULUAN
Transformasi integral merupakan salah satu teknik yang berguna dalam menyelesaikan persamaan

diferensial. Pada prinsipnya transformasi integral dilakukan dengan membawa persamaan diferensial ke
ruang hasil transformasi menjadi sebuah fungsi dalam variabel transformasi. Fungsi tersebut kemudian
dikembalikan ke ruang asal dengan melakukan invers transformasi integral sehingga mendapatkan
solusi dari persamaan diferensial yang dimaksud [1,2].

Transformasi integral sendiri dimulai dengan munculnya Transformasi Fourier yang kemudian
diikuti oleh transformasi Laplace pada tahun 1822 yang merupakan turunan dari Transformasi Fourier
[1]. Transformasi Laplace dapat menyelesaikan berbagai persamaan diferensial termasuk persamaan
diferensial biasa linear. Tetapi tidak semua persamaan diferensial dapat diselesaikan dengan
Transformasi Laplace. Pada persamaan diferensial biasa dengan koefisien variabel untuk masalah nilai
awal dan nilai batas, terdapat beberapa persamaan diferensial yang tidak dapat diselesaikan dengan
Transformasi Laplace.

Penelitian ini memodifikasi Transformasi Laplace agar dapat menyelesaikan persamaan diferensial
yang sebelumnya tidak dapat diselesaikan dengan Transformasi Laplace. Berdasarkan uraian tersebut
maka tujuan pada penelitian ini adalah membentuk transformasi integral yang diperoleh dari
memodifikasi Transformasi Laplace, menganalisis sifat-sifat yang berlaku pada Transformasi Laplace
modifikasi serta menganalisis bentuk persamaan diferensial yang dapat diselesaikan oleh Transformasi
Laplace modifikasi. Persamaan diferensial yang digunakan dalam penelitian ini yaitu persamaan
diferensial biasa linear hingga orde ketiga.

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini dimulai dengan menentukan bentuk
Transformasi Laplace modifikasi dan diterapkan pada beberapa fungsi dasar serta menentukan sifat-
sifat dasar dari Transformasi Laplace modifikasi. Dari sifat-sifat dasar tersebut dapat ditentukan hasil
transformasi integral pada persamaan diferensial biasa linear baik dengan koefisien konstan maupun
dengan koefisien variabel. Langkah selanjutnya adalah menyelesaikan persamaan diferensial biasa
linear dengan koefisien konstan dan koefisien variabel yang dapat diselesaikan dengan Transformasi
Laplace modifikasi. Dengan mentransformasikan persamaan diferensial dengan Transformasi Laplace
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modifikasi, persamaan diferensial hasil transformasi tersebut disederhanakan menjadi sebuah fungsi
dalam variabel transformasi. Jika persamaan diferensial hasil transformasi tidak dapat disederhanakan
maka persamaan diferensial yang diberikan tidak dapat diselesaikan dengan menggunakan Transformasi
Laplace modifikasi. Jika persamaan diferensial hasil transformasi dapat disederhanakan, langkah
selanjutnya fungsi tersebut dibawa ke dalam ruang asalnya dengan menerapkan kebalikan atau invers
dari Transformasi Laplace modifikasi sehingga mendapatkan solusi yang tepat untuk persamaan
diferensial yang diberikan.

TRANSFORMASI LAPLACE
Transformasi Laplace merupakan salah satu jenis transformasi integral yang dapat menyelesaikan
berbagai persamaan diferensial biasa linear. Transformasi Laplace secara umum didefinisikan oleh

LUF@®)} = F(s) = [, et f (1) dt, (1)
dengan e~St merupakan fungsi kernel transformasi dan s merupakan variabel transformasi dalam R*
[1,2,3]. Berdasarkan Persamaan (1), Transformasi Laplace dapat mentransformasikan beberapa
persamaan fungsi-fungsi sederhana seperti pada Contoh 1.

Contoh 1 Transformasi Laplace pada beberapa fungsi sederhana.
1. Jika f(t) = 1 untuk t > 0, maka

_ _ (P =St gy _ 1 A sty _ 13 1 —st|?
F(s)=L{1}=["e dt—/%l_r)rgofoe dt—jl_l;{)lo s

. 1 _gq 1 _ 1
= lim [——s SA 4+ =5 S'O] ==
N S S

A—o0
2. Jika f(t) = e, dengan a adalah konstan maka

aty — — [P pat,=st g — |i A==t qs = |im — —— _(S_a)tA
L{e*} = F(s) fo e*te~Stqt Al_r)lgofo e dt ,}I_I»Ic}o e o
— llm [_Le—(s—a)A + Le_(s_a)ojl = L
Ao s—a s—a s—a

3. Jika f(t) = sinat, dengan a merupakan bilangan real konstan maka

L{sinat} = F(s) = fooo e Stsinatdt = %fooo[e‘t(s‘ia) — e~tstid]qe
_ Qi LA —t(s—ia) __ ,—-t(s+ia) _ i 1 - _2
- ,}1_{‘{;10 2if0 [e € ]dt T 2i [s—ia s+ia] T s24a?”

4. Jika f(t) = t™, dengan n merupakan bilangan bulat positif, maka
L{t"} = F(s) = [, e™*¢mde = lim [restenat

= lim [t” (—%e‘“) - f: (—%e‘“)ntn_1 dt]

A—> 00
A
1 1 n! n!
— i nf(_2,-st)_ n-1(_- ,-st\ _ ... _ —st —
- ,}I—ILIO [t ( s€ ) nt (52 € ) s+ € ] o s

Selain dapat mentransformasikan beberapa fungsi dasar, secara umum Transformasi Laplace memenuhi
sifat dari operator linear yang dibuktikan pada Teorema 2.

Teorema 2 [1,2,3] Operator Transformasi Laplace (£) dikatakan memenuhi operator linear jika
terdapat fungsi f: R* - R dan g: R* - R yang dapat ditransformasikan oleh Transformasi Laplace
dan memenuhi persamaan

Liaf (©)  Bg(D)} = aL{f (D)} £ faLl{g(t)},
dengan a dan 8 merupakan konstanta bilangan real.

Selanjutnya diberikan beberapa sifat dasar dari Transformasi Laplace yang disajikan dalam Teorema 3
dan Teorema 4.
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Teorema 3 [1,2,3] Jika L{f (t)} = F(s), maka

1L L{f'(©)} = sL{f (O} — f(0) = sF(s) — f(0)

2. L{F" ()} = s2L{f ()} — sf(0) — f'(0) = s2F(s) — sf(0) — f'(0), dan secara umum

8. LMW (®)} = s"F(s) =" f(0) = s"2f(0) — -+ — sf 7D (0) — F(7V(0).

dengan £ (0) merupakan nilai dari f™(t) pada t = 0,7 = 0,1, ..., (n — 1) dan n bilangan bulat
positif.

Teorema 4 [1] Jika L{f (t)} = F(s), maka

L L{tf (O} = = F(s),

L{tf' (1)} = === (sF(s) = £(0)),

L{Ef ()} = == (s"F(s) — Ti, s"if ED(0)),
L(Ef (0} = 35 F ()

L0} = 2 (sF(s) — £(0)),

6. L{2f M (D)} = L (s"F(s) — Ty s™ L ED(0))

dengan n bilangan bulat positif.

o &~ w0

TRANSFORMASI LAPLACE MODIFIKASI
Transformasi Laplace secara umum dapat ditulis seperti pada Persamaan (1)
LW} =F(s) = f; e f(D)dr.

Jika Persamaan (1) dikalikan dengan % maka diperoleh

L{f(D)} = % 7 emstF(6) dt,
Vs L{F(D} = Vs [, e~Stf(0) dt,

Vs L{f ()} = Ly {f ()} )
Notasi £y, {f (t)} merupakan Transformasi Laplace modifikasi yang didefinisikan sebagai berikut:
Lylf@®)} =5 [, e~Stf(0) dt, (3)

untuk ¢t > 0 dan e~St merupakan fungsi kernel transformasi serta s merupakan variabel transformasi
dengan s € R*. Berdasarkan Persamaan (2) maka diketahui terdapat hubungan antara Transformasi
Laplace dengan Transformasi Laplace modifikasi yaitu memenuhi persamaan
Vs LIF(O)} = Ly {f (O}
Transformasi Laplace modifikasi didefinisikan untuk fungsi orde eksponensial dengan fungsi f dalam
sebuah himpunan A yang didefinisikan dengan
A={f():3IM,a > 0,|f(t)] < Me*,t € [0,0)},
untuk sebuah fungsi yang diberikan dalam himpunan A dan konstanta M merupakan bilangan terbatas.

SIFAT-SIFAT DASAR PADA TRANSFORMASI LAPLACE MODIFIKASI
Selain dapat mentransformasikan beberapa fungsi sederhana yang konvergen, Transfromasi Laplace

modifikasi juga memiliki sifat-sifat dasar yang ditunjukkan dalam beberapa teorema berikut.

Teorema 5 (Sifat Perkalian Konstanta) Diberikan sebuah konstanta k bilangan real dan T'(s) adalah
transformasi integral £,,{f (t)} dari fungsi f(t) maka

Ly{kf(©)} = KT (s),
Bukti:

Lylk. fF(D}Y=Vs [,k f(t) e™tdt
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= k+/s fowf(t) e Stdt
=k Ly{f(©} =k T(s). u
Teorema 6 (Sifat Penjumlahan dan Pengurangan) Diberikan T;(s) dan T,(s) adalah transformasi

integral £, {f(t)} dari f;(t) dan f,(t) serta a dan b merupakan suatu konstanta bilangan real maka

Lyfafi(®) £bf2(0)} = aly{fi(©)} £ bLy{f2(t)} = aT,(s) £ bT,(s).
Bukti:

Lyfafi(®) £ b0} =5 [, (afi(t) £ b (D) e dt
= Vs [ (afi(D)e st £ bfr(De ™) dt
=Vs [, afi(De™* dt £s [ bfy()e™" dt
= aLly{fi(©)} £ bLy{f2(0)} = aTi(s) £ bT,(s). n

Teorema 7 (Sifat Diferensial) Diberikan L, {f(t)} = T(s), maka transformasi integral £,,{f (¢t)} dari
turunan £ (t) terhadap t adalah

L Lylf'(®)} = sT(s) —Vsf(0), 4)
2. Ly{f"(®)} = s*T(s) — sVsf(0) —Vsf'(0), ®)
3. Lu{f™ ()} = s"T(s) — Vs Loy s"Hf*D(0). (6)
Bukti:

L Lu(f' (O} = Vs [ /(e dt = Vs lim ['f'()e ™ dt
= ‘/Ejilf}o [f(t)e—“lg‘ + sf:f(t)e_“ dt]
= Vs (-f(0) + Jim s [ f(D)e dr)
= lim 55 [ f(0)e ™ dt = V5£(0) = sT(s) = V5£(0).
2. Ly{f"(®)} = s*T(s) — svsf(0) — Vsf'(0).
Misalkan g(t) = f'(t) maka g'(t) = f"'(t). Dengan menggunakan Persamaan (4) diperoleh,
Ly{g' )} = sLyu{g(®)} = Vsg(0) = sLy{f' ()} = Vsf'(0)
=5 (sT(s) = V5(0)) = V5£'(0)
= s%T(s) — sVsf(0) — Vsf'(0).
3. Ly{f™ ()} = s"T(s) — Vs T~y s"FFED(0).
Pembuktian dilakukan dengan menggunakan induksi matematika.
Misalkan P adalah pernyataan untuk L, {f ™ (6)} = s"T(s) — Vs Xp_; s % *=1(0),
i) Akan ditunjukkan P bernilai benar untuk n = 1 yaitu
Ly{f'(®)} = sT(s) — Vsf(0).
Berdasarkan Persamaan (4) terbukti bahwa P bernilai benar untuk n = 1.
ii) Diasumsikan P bernilai benar untuk n = p yaitu

Lu{fP )} = sPT(s) — Vs g, sPFfED(0)
Kemudian akan ditunjukkan bahwa P bernilai benar untuk n = p + 1 yaitu
LM{f(p“)(t)} = sPHIT(s) — ﬁzgiisp—k%lf(k—l)(o)

Misalkan g(t) = f®)(t), maka g'(t) = f ®*D(t) sehingga
Ly{g' )} = sLy{g(®)} = Vsg(0) = sLy{f P ()} = Vsf P (0)

= s(sPT(s) = Vs Zhoy sPHFED(0)) ~ Vs£ P (0)

= SPYIT(s) = Vs Zjeey sPTHHFETD(0) — Vs £ P (0)

= SPHIT(s) — Vs Thiy sPR1f(k=D(0),

Dari pernyataan i) dan ii) dapat disimpulkan bahwa Persamaan (6) terbukti benar. |
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Teorema 8 (Sifat Integral) Jika Ly {f(t)} = T(s), maka transformasi integral £,,{f (¢t)} dari integral
f(t) terhadap t adalah

L Ly {f; f@ dr} =2, (7)
2. Lu{ly ;2 f ) (@) } e
3 Lu{ly Iy - I @ (dr)“}—”” (8)

Bukti:

1. Dimisalkan bahwa g(t) = fotf(r) dt, maka diperoleh g(0) = 0 dan g'(t) = f(t). Berdasarkan
Persamaan (4) diperoleh,

Ly{f®)} = Lulg'®} = sLu{g(®)} = Vsg(0)
Lu{f(©} = sty {J, F() dr}
Ly {f F(r) dr } LM{f(t)} T(sS)'
2. Dimisalkan bahwa g, (t) = fo’*l J,? () (d)?, maka diperoleh g(0) = 0, g'(0) = 0, dan g (t) =
f(t). Berdasarkan Persamaan (5) diperoleh,
Ly{f (O} = Lulg" ()} = s> Lu{g(O)} — svVsg(0) —Vsg'(0)
Lulf @)} = s2Ly {[;" 3 F @) (@0)?}
Ly {f3 o @) (dry?) = L
3. Lu{[; [y fy" f (@) (do)} = T“’
Pembuktian dilakukan dengan menggunakan induksi matematika.
Misalkan Q adalah pernyataan untuk T,,(s) = Ly, {ftl ftz ft” f(@ (dr)"} = T(S)
i) Akan ditunjukkan bahwa @Q bernilai benar untuk n = 1 yaitu
Lu{fy F@ar} =2,

Berdasarkan Persamaan (7) terbukti bahwa Q bernilai benar untuk n = 1.
ii) Diasumsikan Q benar untuk n = q yaitu

Ty(s) = L {fy" 7 [y @) (@07} = T2
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa @ bernilai benar untuk n = g + 1 yaitu
Taer(s) = L {Jy Jy7 e o™ F (@) (dD)T+1} = T2
Misalkan g,,,,(t) = fotl fotz ...fotq“f(r) (dr)*1, maka diperoleh g,,.;1(0) = 0 dan g;,,,(t) =
gn(t) = fotl fotz ...fotq f (1) (dr)4. Berdasarkan Persamaan (4) diperoleh,
Ly{gni1(0)} = Ly{gn(®)} = sLy{gn+1(®)} — V5Gn+1(0)
L ([ Iy Jy F @) (@)} = sty {31 37y £ () (dr) e+t

t1 t2  tg+1 (dt
L {J5 2 007 o) (amyant) = 2l T BT O

S

LM {fm ftz J-tq+1 f(T) (d.[)q+1} q+1(S) _ Tq(-'s-)1

Dari pernyataan i) dan ii) dapat disimpulkan bahwa Persamaan (8) terbukti benar. [

Teorema 9 (Sifat Translasi Pertama) Jika £y, {f (t)} = T(s), maka Ly, {e "% f(t)} =

dengan a adalah konstanta bilangan real dan s + a > 0.
Bukti:

\/_

Lule™ ™ F(©} =5 [y e f(D)e™" dt =5 J;” F(D)e~C+ O dr.
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Dimisalkan w = s + a maka s = w — a sehingga

Lufe ™ f(D)} = vw=a [ f(t)e ™t dt = “? W [ F()e M dt
Lufe™F(0)) = L2 T(w)
Lyfe ®f ()} = \/;Cia T(s + a). [

Teorema 10 (Sifat Translasi Kedua) Jika Ly, {f(t)} = T(s), maka sifat translasi kedua berbentuk
Ly{f(t —a)H(t —a)} = e5*T(s),
dengan a > 0 dan H(t —a) merupakan fungsi unit langkah satuan Heaviside yang didefinisikan
dengan
H(t-a)={g {25
Bukti:
Ly{f(t—a)H({E—a)} =5 [, f(t—a)H(t —a)e st dt
= \/Efowf(t —a)e St dt
Dimisalkan bahwa t — a = T maka dt = dt sehinga diperoleh
Lylf@QH@} =5 [ f@)e ™D dr = Vs [ f(1)e™Te > dr
= e 54/s fooof(r)e‘“ dr = e S%T(s). n

Teorema 11 (Sifat Konvolusi) Jika £,,{f(t)} = F(s) dan L,,{g(t)} = G(s) dengan F(s) dan G(s)
merupakan Transformasi Laplace modifikasi dari masing-masing fungsi f (t) dan g(t), maka konvolusi
Transformasi Laplace modifikasi dari f(t) dan g(t) adalah
Lu{(f * D) = ZLn{f OMm{g(O)} = FF(S)G(),
dengan (f * g)(t) merupakan konvolusi pada fungsi f(t) dan g(t) dan didefinisikan dengan integral
(f *9® = [, f(t = Dg(x) dr.

Persamaan integral ini sering disebut sebagai integral konvolusi dan dinotasikan dengan (f * g)(t).
Bukti:
Berdasarkan Persamaan (3) diperoleh bahwa

Lu((f * 9O = Vs [ ™" [ (¢ ~ Dg() dr dt. ©)
Daerah integrasi pada Persamaan (9) dalam bidang = — t diilustrasikan dalam Gambar 1. Integrasi dalam
Persamaan (9) pertama dilakukan pada 7 dari T = 0 ke 7 = t pada garis vertikal dan kemudian dari t =
0 ke oo dengan menggeser garis vertikal dari t = 0 ke luar untuk menutupi seluruh wilayah dibawah
garist = t.

-
0 1 ‘

1=0
Gambar 1 Daerah integrasi dalam bidang t — t
Kemudian dengan mengubah urutan integrasi maka diperoleh integrasi pertama dilakukan sepanjang
garis horisontal dari t = T ke oo dan kemudian dari T = 0 ke o dengan menggeser garis horisontal
secara vertikal dari T = 0 ke atas. Dengan demikian Persamaan (9) menjadi

Luyl(f* 9O} =s [ g(@) [ e Stf(t — 1) dt dr.

Kemudian dengan mengganti variabel t — t = x dan dt = dx maka diperoleh
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Luf{(f * 9Oy =5 [° g(@) [ e SE*Df(x) dx dr
= (%) Vs [ e g (@) f, e~S*f(x) dx dt
= (%) fooo e S*f(x) dx \/Efooo e STg(r)dr
= FLnlf @}ulg(@) = £F(S)6(). .

Teorema 12 (Sifat nilai awal) Jika T (s) adalah fungsi hasil Transformasi Laplace modifikasi dari f (t)
dan limitnya ada, maka

lim V5 T(s) = lim f (©).
Bukti:
lim V5 7(s) = lim s Jy e Stfdt
Misalkan w = st maka dw = s dt, selanjutnya diperoleh
lim Vs T(s) = lims Jy et de
= lim "¢ 7 (3)dw = ;7 (tim £ (3)) e dw

=Jy (lti;gf(t))e—w dw = lim £ (t) Jy e dw = lim £ (£) n

INVERS TRANSFORMASI LAPLACE MODIFIKASI

Jika Transformasi Laplace modifikasi dari fungsi f(t) adalah T'(s) atau £y, {f (t)} maka fungsi f(t)
adalah invers Transformasi Laplace modifikasi dari T (s) dan disimbolkan dengan f(t) = £j*{T(s)}.
Notasi £;;} merupakan notasi invers dari Transformasi Laplace modifikasi. Hubungan antara fungsi
f(t) dan Ly, {f(t)} dapat dilihat dalam Tabel 1.

Tabel 1. Transformasi Laplace modifikasi pada beberapa fungsi

No. f@® Ly{f ()}
1
1 1 s72
3
2 t s72
1
3 t" n! S_(n+2)
4 et Vs
s—a
5 tedt L
(s —a)?
6. sin at ays
s2+a?
7. cos at i
s2+a?

TEOREMA PERKALIAN TERHADAP t BERPANGKAT

Pada bagian ini dibahas mengenai teorema yang menggambarkan hubungan antara Transformasi
Laplace modifikasi terhadap turunannya dalam variabel transformasi. Bentuk hubungan yang dimaksud
ditunjukkan dalam Teorema 14.
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Teorema 14 Diberikan T (s) merupakan Transformasi Laplace modifikasi pada fungsi f(t), kemudian
transformasi integral £,, pada fungsi tf (t) diberikan dalam bentuk

Lyltf (O} = = 5T() + 5 T().
Bukti:
L16) = LV Fe de] = ) (S o) ae
ds s 0 0 o
= fooof(t) (%S_Ee_“ — te_StSE) dt
- fooof(t) %S_%e_“dt - fooof(t) te_Sts§ dt
- %(\/ig) (%) fooof(t) e Stdt — \/Efooo tf (t) e~Stde
= 2:7() ~ Lultf (©)
Lyftf ()} = = T(s) + -T(s).
Teorema 14 dapat diperluas menjadi beberapa bentuk persamaan sebagai hasil transformasi integral

yang memanfaatkan sifat turunan dari fungsi f(t) dan turunan dari transformasi integral T (s) terhadap
variabel transformasi seperti dalam Teorema 15.

Teorema 15 Diberikan T (s) merupakan Transformasi Laplace modifikasi pada fungsi f(t), dan f'(t)
serta f''(t) merupakan turunan pertama dan kedua dari fungsi f(t) terhadap t, maka

L Ly{tf'(8)} = =5 [sT(s) = Vsf(0)] + 1z [sT(s) = Vs (0)],

2. Lyftf" ()} = = [s2T(s) = V5£'(0) = sV5£(0)] + 5= [s2T(5) = V£ (0) — svsf (0],

3. Lult2f(®)) = S T(s) + (— L1(s)+ %T(s)) + 570,

4. Lylt?f'©) = S [sT(s) = V5FO)] + 2 (= Z[sT(s) = VSF (O] + = [sT(s) = V5£(0)]) +
= [sT(s) = VsF (0],

5. Ly{t2f" (00} = 5 [s2T(s) = V5£'(0) = svsf ()] + 2 (= L [s2T(s) — V577 (0) = Vs £ (0)] +
2= [7T($) = Vs (0) = sVs£ (0)]) + 75 [5T(5) = Vs£"(0) = sVs£ (0)],

1

6. Ly{t2f" (D)} = 5 [°T(s) = s2V5£(0) = sv5f'(0) = V5" ()] + 2 (= & [s°T(s) -

s2\/sf(0) — sv/sf'(0) — \/Ef”(o)] + % [S3T(s) — s2J5£(0) — sv5f'(0) — \/Ef”(o)]) s
L[ST(s) — sVFF(0) — sVEF/(0) ~ V3£ (0]

PENERAPAN TRANSFORMASI LAPLACE MODIFIKASI PADA PERSAMAAN
DIFERENSIAL
Contoh 16 Persamaan diferensial biasa linear orde kedua dengan koefisien konstan
Selesaikan persamaan diferensial berikut.

y" =3y + 2y = 4e3, y(0) = —3,y'(0) = 5.
Dengan mengaplikasikan transformasi integral T'(s) pada soal dan menggunakan nilai awal yang
diberikan maka diperoleh,

(s2T(5) = s¥5 y(0) = V5 ¥'(0)) = 3(s () = V5 y(0)) +2T(s) = 45

(s2T(s) +3sv5 — 5v5) = 3(s T(s) +35) + 2 T(s) = 4>
Vs

s
s-3

S?T(s) + 3 svVs — 14/s —3s T(s) + 2T(s) = 4
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T(s)(s2 —3s +2) = 4£+ (=3 sv5 + 14V5)

T(s)(s2 — 3s + 2) = 203 4 /2l aals

T(S) — \/E( 352+23s— 38) (( 1 )

s-3 s2-35+2)
_ —3s24235-38 1 _2Vs | 4s _ 9Vs
1) =V5.(F570) (o) = St~ o (20)

Setelah mendapatkan bentuk sederhana dari fungsi hasil transformasi, kemudian Persamaan (10)
ditransformasikan dengan invers Transformasi Laplace modifikasi sehingga diperoleh solusi dari
persaman diferensial yang diberikan.

y(6) = L (25 4 25 2B 2Oh ) {55 (25 = 263 + 462t - 9et.

s-3 s—2 s—1 s=3 s—2 s—1
Contoh 17 Persamaan diferensial biasa linear orde ketiga dengan koefisien variabel
Selesaikan persamaan diferensial berikut.
t2y" 45ty + 2y =63+ 267, y(0) =y'(0) = y"(0) = 0.
Dengan mengaplikasikan transformasi integral T(s) pada soal dan menggunakan nilai awal yang
diberikan maka diperoleh,

[53 T"(s)+6s2T'(s) +6sT(s) —s2T'(s)—3sT(s) + %s T(s) + %s T(s)] + [—552 T'(s) —

10s T(s) += sT(s)] —ST()——+£
P (s) = B4 45
T"(s) = —+i
11 8 _2
T’(s)=—Hs 2——5 24 Cq
24 s Vs

9

T(s)=§s‘5+gs‘ +C =2 B4 22 (12)
Setelah mendapatkan bentuk sederhana dari fungsi hasil transformasi, kemudian Persamaan (11)
ditransformasikan dengan invers Transformasi Laplace modifikasi sehingga diperoleh solusi dari
persaman diferensial yang diberikan.

v = Lt {5 R4 = e+
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa persamaan diferensial yang diberikan tidak dapat diselesaikan
dengan Transformasi Laplace. Dengan mengaplikasikan transformasi integral F(s) pada soal dan

menggunakan nilai awal yang diberikan maka diperoleh,

:—:2(53 F(s)—s%f(0) —sf'(0)—f"(0)) +5 (—%(sz F(s) —sf(0) — f’(O))) +
BFe-fO)=5+4

L (P FE)) +5(-2 (2 F() + D5 Fs) = 5+ &

(s3F"(s)+6s2F'(s) + 65 F(s)) + (—5s® F'(s) — 10s F(s)) + —s Fis)=2>+2%

s4 53

t3.

s3F"(s) + s? F’(S)—ESF(S) =S%+;i3.

Terlihat bahwa persamaan diferensial hasil transformasi dengan Transformasi Laplace tidak dapat
disederhanakan menjadi sebuah fungsi sederhana dan akibatnya persamaan diferensial hasil
transformasi tersebut tidak dapat diselesaikan dengan Transformasi Laplace.

PENUTUP
Transformasi Laplace modifikasi diperoleh dengan melakukan penambahan koefisien dengan

variabel transformasi yang sesuai pada persamaan Transformasi Laplace yang dinyatakan dalam bentuk
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Lu{f(®)} = T(s) = Vs [, e f(t) dt,

dengan t > 0 dan eS¢ merupakan fungsi kernel transformasi serta s merupakan variabel transformasi
untuk s € R*. Transformasi Laplace modifikasi memiliki sifat-sifat seperti operator linear, sifat
diferensial, sifat integral, sifat translasi pertama, sifat translasi kedua, sifat konvolusi, dan sifat nilai
awal. Selain itu, Transformasi Laplace modifikasi dapat menyelesaikan beberapa persamaan diferensial
biasa linear. Pada persamaan diferensial biasa linear dengan koefisien variabel, Transformasi Laplace
modifikasi dapat menyelesaikan beberapa persamaan diferensial yang tidak dapat diselesaikan dengan
Transformasi Laplace.
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