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COMPLETION DARI RUANG METRIK
Andi Rini, Sugiatno, Bayu Prihandono

INTISARI

Pada sebarang ruang metrik berlaku setiap barisan konvergen adalah barisan Cauchy, tapi tidak berlaku
sebaliknya. Dengan kata lain ada ruang metrik dimana ada barisan Cauchy yang tidak konvergen. Ruang
metrik yang demikian dinamakan ruang metrik tidak lengkap. Setiap ruang metrik tidak lengkap memiliki
suatu completion. Karenanya dalam penelitian ini akan ditentukan completion dari suatu ruang metrik
tidak lengkap. Completion dari ruang metrik tidak lengkap ditentukan dengan langkah-langkah berikut:
mengidentifikasi apakah ruang metrik (X, d) adalah lengkap, menentukan closure dari X, menentukan
ruang metrik baru (X*,d) yang memuat (X,d) dan closure X berada dalam X*, menyelidiki apakah
(X*,d) adalah lengkap, menunjukkan bahwa subset dari X* adalah padat di dalam X*, menunjukkan
bahwa (X, d) isometrik ke subset padat dalam (X*, d). Hasil penelitian menunjukkan bahwa completion
dari ruang metrik tidak lengkap X adalah ruang metrik lengkap X* dengan X < X* dan X padat
diX* (X =X").

Kata Kunci : closure, isometrik, subset padat, ruang metrik lengkap.

PENDAHULUAN

Suatu ruang metrik (X, d) adalah suatu himpunan X yang dilengkapi dengan suatu metrik d pada X,
sedemikian hingga d memenuhi aksioma-aksioma berikut, yaitu untuk setiap x, y, z € X :
1.d(x,y) = 0dand(x,y) =0 jika hanyajikax =y (definit positif);
2.d(x,y) =d(y,x) (simetris);

3.dx,y) <d(x,z)+d(zy) (ketaksamaan segitiga) [1].
Contohnya fungsi d yang didefinisikan oleh d(a, b) = |a — b|, dengan a dan b bilangan-bilangan real
adalah metrik dan disebut metrik Euclidean pada R.

Suatu barisan {x,}di ruang metrik (X, d) dikatakan konvergen ke suatu titik p € X, jika untuk
setiap € > 0, terdapat suatu M € N sedemikian hingga untuk setiap n = M berlaku d(x,,p) < €. Titik
p disebut limit dari {x,,}. Dinyatakan dengan lim,_,. X, = p atau x, — p [1]. Suatu barisan {x,,} di
dalam ruang metrik (X,d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap & > 0 terdapat suatu p € N
sehingga untuk setiap n > p dan setiap m = p berlaku d (x,, x,,) < € [1].

Setiap barisan konvergen di dalam ruang metrik adalah barisan Cauchy [2]. Akan tetapi tidak setiap
barisan Cauchy di dalam ruang metrik konvergen [2]. Karenanya ada ruang metrik dimana ada barisan
Cauchy yang tidak konvergen. Apabila setiap barisan Cauchy di dalam suatu ruang metrik konvergen
maka ruang metrik tersebut lengkap [2]. Namun, apabila ada barisan Cauchy di ruang metrik tidak
konvergen maka ruang metrik tersebut gagal lengkap atau disebut juga ruang metrik tidak lengkap.

Setiap ruang metrik tidak lengkap memiliki suatu completion. Completion dari suatu ruang metrik
adalah ruang metrik lengkap [3]. Penentuan completion dari ruang metrik dilakukan oleh Bult (2010)
dengan cara melengkapi barisan Cauchy-nya, yaitu dengan menambahkan titik yang dapat berperan
sebagai limit dari barisan Cauchy yang tidak konvergen di ruang metrik. Kemudian limit ini dianggap
sebagai suatu titik dalam completion dari ruang metrik tersebut [4]. Abdeljawad (2010) membuktikan
teorema completion untuk cone metric spaces dan cone normed spaces. Hasil penelitian menunjukkan
bahwa setiap cone metric spaces dan cone normed spaces dapat dijadikan lengkap [5]. Suatu cone
metric space (X, d) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy-nya konvergen di dalam X [6].
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Tujuan dari penulisan artikel ini adalah menyelidiki kelengkapan suatu ruang metrik dan
menentukan completion dari ruang metrik tidak lengkap. Masalah yang akan dibahas dalam penulisan
artikel ini dibatasi hanya pada ruang metrik tidak lengkap yang dilengkapi dengan metrik Euclidean
pada R.

Penentuan completion dari ruang metrik tidak lengkap diawali dengan mengidentifikasi apakah
ruang metrik X yang tersedia adalah lengkap. Karena setiap ruang metrik memiliki completion maka
ruang metrik X pun memiliki completion yang diperoleh dengan terlebih dahulu menentukan closure
dari X. Berikutnya ditentukan ruang metrik baru X*, dengan catatan ruang metrik baru ini memuat
ruang metrik sebelumnya yang gagal lengkap. Selain itu closure dari ruang metrik tidak lengkap X
haruslah berada di dalam ruang metrik baru X*. Setelah itu diselidiki apakah ruang metrik baru X*
adalah lengkap. Apabila X* terbukti lengkap, selanjutnya ditunjukkan bahwa subset dari X* adalah
padat. Kemudian diselidiki apakah ruang metrik tidak lengkap X isometrik ke subset padat dalam
ruang metrik lengkap X*. Dengan demikian diperolehlah completion dari ruang metrik X berupa ruang
metrik lengkap X*, sesuai dengan definisi dan teorema completion dari suatu ruang metrik.

KEDUDUKAN TITIK TERHADAP HIMPUNAN DI RUANG METRIK

Diberikan ruang metrik (X, d) dan himpunan A c X. Untuk sebarang titik a € X dan konstanta real
r >0, himpunan N,(a) ={x € X: d(x,a) <r}, disebut persekitaran (neighbourhood) titik a
dengan jari-jari r [7]. Diberikan ruang metrik (X, d), titik x € X, dan himpunan A c X. Titik a disebut
titik dalam (interior point) himpunan A jika ada bilangan r > 0 sehingga N, (a) c A [7]. Titik a
disebut titik batas (boundary point) himpunan A jika untuk setiap bilangan r > 0 berlaku
N,.(a) N A # @ dan N,.(a) N A€ # @ [7]. Titik a disebut titik limit (limit point) himpunan A jika untuk
setiap bilangan » > 0 berlaku N,.(a) N A — {x} # @ [7].

Diberikan suatu himpunan A4, closure himpunan A dinotasikan dengan A dan
x€EA & Ve>0,3y€eAd|x—y|<e Dengan kata lain x € A disebut titik closure jika setiap
interval terbuka yang memuat x juga memuat suatu titik di A. A" menotasikan koleksi semua titik limit
himpunan A. A didefinisikan sebagai himpunan tertutup terkecil yang memuat A, A= AU A’
Himpunan A dikatakan tertutup (closed) jika A = A [7].

Diketahui (X, d) ruang metrik, himpunan D dikatakan padat di dalam X jika D < X dan D = X [7].
Diberikan (X,d) dan (Y,p), keduanya adalah ruang metrik. Suatu fungsi f dari (X,d) ke (Y,p)
dikatakan sebuah isometri jika p(f(x),f(y)) = d(x,y) V x,y € X. Ruang metrik (X,d) dikatakan
isometrik ke ruang metrik (Y, p) jika terdapat suatu isometri dari (X, d) ke (Y, p) [2].

RUANG METRIK LENGKAP
Berikut ini diberikan definisi dari ruang metrik lengkap.

Definisi 1 [1] Suatu ruang metrik (X, d) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy-nya konvergen
ke suatu titik di dalam X.

Diberikan (X, d) suatu ruang metrik dan A c X maka (4,d) juga merupakan ruang metrik dan
disebut subruang dari (X,d). (4, d) adalah lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalam A konvergen
ke suatu titik di dalam A.

Setiap subruang tertutup dari ruang metrik lengkap adalah lengkap dan setiap subruang lengkap
dari ruang metrik adalah tertutup [1].
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COMPLETION DARI RUANG METRIK

Terdapat ruang metrik dimana ada barisan Cauchy yang tidak konvergen. Ruang metrik yang
demikian dinamakan ruang metrik tidak lengkap. Setiap ruang metrik tidak lengkap memiliki suatu
completion. Completion dari suatu ruang metrik adalah ruang metrik lengkap dan tunggal. Hal ini
dijabarkan sebagai berikut.

Lemma 2 [8] Diberikan (X,d) suatu ruang metrik, (X*,d*) suatu ruang metrik lengkap dan
@:(X,d) » (X*,d*) suatu isometri, maka ¢[X] padat di X* jika hanya jika @[X] memenuhi sifat
pemetaan umum:

Diberikan sebarang ruang metrik lengkap (Y, p) dan suatu isometri f: X — Y, terdapat suatu isometri
tunggal F: X* — Y sehingga F o ¢ = f.

Bukti.

Anggap bahwa ¢[X] padat di X*, akan ditunjukkan bahwa @[X] memenuhi sifat pemetaan umum.
Diberikan (Y, p) ruang metrik lengkap dan f: X — Y suatu isometri dari X ke Y. Karena ¢ isometri,
@ adalah fungsi satu-satu. Dengan demikian ¢~1: @[X] — X adalah isometri dari ¢[X] ke X. Karena f
isometri dari X ke Y, berarti bahwa h := f o ¢! adalah suatu isometri dari subset padat ¢[X] dari X*
ke ruang metrik lengkap Y. Karenanya dapat diperluas secara tunggal ke suatu isometri F dari X* ke
Y, maka untuk sebarang x € X

Fop@) =h(p() =fop  (p(®) = f).

Dengan demikian F o ¢ = f. ]

Teorema 3 [8] Setiap ruang metrik memiliki suatu completion.

Bukti.
Dimisalkan (X, d) suatu ruang metrik. Diberikan C[X] kumpulan dari semua barisan Cauchy dalam X.
Suatu relasi sebanding (~) pada C[X] didefinisikan oleh

() ~Om) & limy ., d(xy, y2) = 0.
Dimisalkan X* adalah himpunan dari semua kelas ekuivalen untuk ~ :

X" ={[Cen)] = (xn) € CIX]}
d*: X* x X* - [0,) didefinisikan oleh
d* ()], [0 = lim dCen, ),
dimana [(x,)], [()] € X7
Untuk menunjukkan bahwa d* terdefinisi dengan baik, diberikan (x’,) dan (y’n) dua barisan

Cauchy dalam X sehingga (x,,)~(x",) dan (y,)~(y",). Akan ditunjukkan
lim d(xy, ') = lim d(yn,y",) = 0.

n—oo
dengan ketaksamaan segitiga,
d(xn, ¥n) < d(xp, x'y) + d(x'n,Y'n) + d(V'n, ) dan

d(xX',y'n) < d(x'n, %) + d(x, Y) + A, ¥'n).
Karenanya,

|d(tn, ) = d (2, y")| < dCn x'%) +d(yny',) = 0
Karena keduanya (d(x,, y,)) dan (d(x’n,y’n)) konvergen, ini menunjukkan bahwa
lim dCep, yn) = lim d (x'n, y'n).
Jadi, d* terdefinisi dengan baik.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa d* adalah suatu metrik pada X™*.




104 A.RINI, SUGIATNO DAN B. PRIHANDONO

Ambil [(x,)], [(7)], [(z2)] € X*, maka
d" ([t [()]) = 0 & lim d(xn, ) = 0 & (xn)~() & [(xn)] = [
Demikian pula,
d*([Cen)], [n)D) = limyyo, d (e, yi) = limypo, d (Y, 2) = d°([(r)], [CGen)D-
Karena d(x,,, z,) < d(x,, yn) + d(Vy, 2,),
lim d(xn, zn) < lim d(Cxp, yn) + lim d(yn, z,)-
Sehingga
d*([Ce)] [(Zz)D) < d*([(en)] [Gr)D) + d([3)], [(Z0)D-
Karenanya d* adalah suatu metrik pada X*.
Untuk setiap x € X, ambil £ =[(x,x, ...)] € X*, kelas ekuivalen dari barisan konstan (x,x, ...).
Didefinisikan ¢: X — X* dengan ¢ (x) = X, maka untuk sebarang x,y € X,
d*(p(0),9()) =d"(®9) = lim d(x,y) = d(x,y).
Karenanya ¢ adalah suatu isometri dari X ke X*.
Untuk menunjukkan bahwa ¢@[X] padat di X*,
Ambil x* = [(x,,)] € X* dan diberikan ¢ > 0. Karena (x,,) adalah suatu barisan Cauchy, maka
terdapat suatu N € N sehingga untuk sebarang m,n > N, d(x;,, x,) < %
misal z = xy, maka Z € @[X] dan
d*(x*,2) = limy,_e d(x,,2) = limy,_, d(x,, xy) < % <e.
Dengan demikian Z € B;+(x*, &) N ¢[X]. Karenanya, ¢[X] padat di X*.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa (X*, d*) adalah lengkap.
Akan ditunjukkan bahwa setiap barisan Cauchy di subruang padat ¢ [X] konvergen di X*.
Ambil (Z,) sebarang barisan Cauchy di ¢[X], dimana setiap Z, diwakili oleh barisan Cauchy
(Zk» Zg» -+v)-
Karena ¢ adalah suatu isometri,

d(zy, zym) = d*(2,,2,,) untuk setiap m, n.

Karenanya, (z;, z,, z3, ... ) adalah suatu barisan Cauchy di X.
Ambil z* = [(z4, 25,23, ... )] € X™.

Untuk menunjukkan bahwa (2, ) konvergen ke z*, diberikan € > 0, maka terdapat N € N sehingga
d(z,zn) < untuk sebarang k,n > N.
Karenanya, untuk setiap k = N,
€
d*(Z,z") = lim d(zy, z,) < 5 < e
n—o

Terbukti bahwa (Z;,) konvergen ke suatu titik z* di X*. Jadi, X* adalah lengkap.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa completion dari ruang metrik adalah tunggal.
Untuk menunjukkan hal ini digunakan Lemma 2 sifat pemetaan umum.

Jika G: X* — Y adalah isometri yang lain sehingga G o ¢ = f, maka F = G pada subset padat ¢[X]
dari X*; karenanya keduanya harus sama pada X*, dengan kata lain F = G.

Sebaliknya, anggap bahwa F memenuhi sifat pemetaan umum dan menunjukkan bahwa ¢ [X] padat

di X*. Karena ¢[X] tertutup di ruang metrik lengkap X*, ¢[X] juga lengkap. Diberikan Y = ¢[X] dan
f = ¢. Dengan sifat pemetaan umum, terdapat isometri tunggal F: X* — Y sehingga Fe ¢ = f = ¢.
Hal ini menunjukkan bahwa F identitas pada subruang ¢[X], sehingga F identitas pada ¢[X]. Dengan
demikian diperoleh X* = [X] . m

Pembahasan tentang completion dari suatu ruang metrik, tidak lepas dari definisi dan teorema
berikut ini.
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Definisi 4 [2] Diberikan (X,d) suatu ruang metrik. Suatu ruang metrik (X*,d*) dikatakan suatu
completion dari ruang metrik (X, d) jika (X*,d*) lengkap dan (X, d) adalah isometrik ke suatu subset
padat dari (X*,d").

Selanjutnya, diberikan teorema pendukung dari definisi tersebut di atas.

Teorema 5 [9] Diberikan (4, p) sebuah subruang dari ruang metrik lengkap (X, p), jika A closure
dari A di dalam (X, p) maka (4, p) adalah sebuah completion dari (4, p).

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa (4, p) adalah lengkap. Diberikan {x,} barisan Cauchy di A. Karena (X, p)
lengkap dan A c X maka barisan {x,}konvergen ke suatu elemen x € X.A closure dari A maka
A tertutup, sehingga diperoleh x € A. Oleh karena itu ruang (4, p) adalah lengkap. n

Berdasarkan Definisi 4 dan Teorema 5 dapat disimpulkan bahwa sebuah completion dari ruang
metrik tidak lengkap X adalah ruang metrik lengkap X* dengan X < X* dan X padat di X* (X = X*).

Berikut ini diberikan bukti completion dari ruang metrik ((0,1), d) adalah ([0,1], d).

Langkah-langkah pembuktian.

1) Mengidentifikasi apakah ruang metrik ((0,1), d) lengkap.
Akan ditunjukkan bahwa;
(i) {x,} di dalam X = (0,1) merupakan barisan Cauchy.

Ambil barisan {x,} = {%} dalam ruang metrik ((0,1), d). Misalkan & > 0, maka terdapatlah

p € N, sedemikian hingga% < &. Untuk n,m > p (diambil m < n), berlaku:

d(xXp, Xm) = |xn — x| < X < i <e.
(i) {x,. } konvergen ke suatu titik dalam X.
Diketahui {x,} = {%} dalam ruang metrik ((0,1), d), sehingga limn_,w% = 0.
Sebab limit dari {x,,} adalah 0 dan 0 ¢ X, maka {x,,} tidak konvergen dalam X.
Karenanya {x,} adalah barisan Cauchy yang tidak konvergen ke suatu titik dalam X. Jadi,
((0,1), d) adalah ruang metrik tidak lengkap. n
2) Menentukan closure dari X.
Ambil sebarang x € [0,1] sedemikian hingga berlaku N,.(x) N X — {x} # @ untuk setiap bilangan
real r > 0. Karena untuk setiap » > 0 selalu berlaku bahwa N,.(x) N X — {x} # ® maka x € [0,1]
merupakan titik limit X, sehingga diperoleh X’ = [0,1].
Karenanya X = (0,1) U [0,1] = [0,1]. Jadi, closure dari X adalah [0, 1].
3) Menentukan ruang metrik lengkap yang memuat ((0,1), d).
Misalkan ruang metrik lengkap tersebut adalah (Y, d).
Menurut Teorema 5, ((0,1), d) haruslah subruang dari (Y, d) dan X di dalam (Y, d). Misalkan
(Y, d) = ([0,1], d), maka ((0,1), d) adalah subruang dari ([0,1], d) dan (0,1) di dalam ([0,1], d).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ([0,1], d) adalah ruang metrik lengkap.
Bukti.
1

Ambil sebarang barisan Cauchy {x,,} = {;} dalam ruang metrik X = [0,1], maka {x,,} konvergen

ke titik 0 € X. Karena {x,,} merupakan barisan Cauchy yang konvergen dalam ruang metrik X.

Jadi, terbukti bahwa ([0,1], d) adalah ruang metrik lengkap. |
4) Menunjukkan bahwa subset dari ([0,1], d) adalah padat.

Diketahui bahwa (0,1) adalah subset dari [0,1]. (0,1) < [0,1] dikatakan padat di [0,1], jika

(0,1)=[0,1].
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Karena (0,1) adalah [0,1] maka terbukti bahwa subset dari ([0,1], d) adalah padat. [ ]

5) Menunjukkan bahwa ((0,1), d) isometrik ke subset padat dari ([0,1], d).

Akan ditunjukkan bahwa ((0,1), d) isometrik ke ((0,1), d).

Diberikan A; = (0,1) dan A, = (0,1) dengan metrik Euclidean.

Fungsinya f : A; = A, didefinisikan f(x) = 0,2+ x, V x € A;.

f adalah isometri, sebab jika x,y € A; sedemikian hingga f(x) = f(y), yaitu
0,2+ x = 0,2 + y maka x = y diperoleh d(f(x),f(y)) =d(x,y).

Jadi, ((0,1), d) isometrik ke subset padat dari ([0,1], d).

Dengan demikian, menurut Definisi 4 dan Teorema 5 terbukti bahwa ([0,1], d) adalah completion dari
((0,1), d). u

PENUTUP

Dari hasil pembahasan pada penulisan artikel ini dapat disimpulkan bahwa:

. Suatu ruang metrik dikatakan ruang metrik lengkap jika setiap barisan Cauchy-nya konvergen ke

suatu titik di dalam ruang tersebut dan jika ada barisan Cauchy yang tidak konvergen ke suatu titik
di dalam ruang tersebut maka dikatakan bahwa ruang metrik tersebut tidak lengkap.

. Sebuah completion dari ruang metrik tidak lengkap X adalah ruang metrik lengkap X* dengan

X c X*dan X padat di X*(X = X*).
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