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INTISARI

Persamaan diferensial parsial linear (PDPL) dapat diselesaikan secara analitik dan numerik. Salah satu
penyelesaian PDPL secara analitik yaitu dengan menggunakan metode transformasi Artion-Fundo. Tujuan
dari penelitian ini adalah untuk menentukan penyelesaian PDPL menggunakan metode transformasi
Artion-Fundo. Penyelesaian persamaan diferensial parsial linear dengan metode transformasi Artion-
Fundo dilakukan dengan cara mentransformasikan PDPL sehingga diperoleh persamaan diferensial biasa
linear (PDBL). Selanjutnya PDBL yang diperoleh diselesaikan, dan kemudian penyelesaian dari PDBL
ditransformasikan dengan menggunakan invers transformasi Artion-Fundo. Hasil inversi penyelesaian
PDBL merupakan penyelesaian dari PDPL. Penelitian ini menunjukkan bahwa transformasi Artion-Fundo
dapat menyelesaikan PDPL orde satu dan orde dua dengan koefisien konstan.

Kata kunci : Transformasi Artion-Fundo, Persamaan Diferensial Parsial Linear

PENDAHULUAN

Secara umum persamaan diferensial terbagi dalam dua jenis persamaan, yaitu persamaan diferensial
biasa dan persamaan diferensial parsial. Dalam teknik penyelesaiannya, persamaan diferensial dapat
diselesaikan dengan menggunakan metode analitik dan numerik. Umumnya, persamaan diferensial
diselesaikan dengan menggunakan metode analitik, tetapi terdapat beberapa kasus persamaan diferensial
parsial yang tidak dapat diselesaikan dengan metode analitik sehingga alternatif pemecahan solusinya
dilakukan dengan menggunakan metode numerik. Namun seiring dengan berkembangnya metode,
persamaan diferensial tersebut ternyata bisa diselesaikan dengan metode analitik. Salah satu metode
analitik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial adalah transformasi
Artion-Fundo.

Transformasi Artion-Fundo merupakan salah satu bentuk transformasi integral yang diperkenalkan
oleh Artion Kashuri dan Akli Fundo pada tahun 2013. Transformasi Artion-Fundo merupakan suatu
metode yang dapat menyederhanakan persamaan diferensial biasa menjadi bentuk persamaan aljabar
dan telah ditunjukkan pula bahwa transformasi Artion-Fundo dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial biasa linear orde satu dan orde dua [1]. Transformasi Artion-Fundo juga dapat
diterapkan pada persamaan diferensial parsial linear. Penyelesaian persamaan diferensial parsial linear
diperoleh dengan melakukan inversi terhadap penyelesaian persamaan hasil transformasi dengan
menggunakan invers transformasi Artion-Fundo. Kelebihan utama dari metode transformasi Artion-
Fundo adalah dapat menyelesaikan persamaan diferensial linear homogen maupun tak homogen. Selain
itu, metode transformasi Artion-Fundo juga dapat menghasilkan penyelesaian khusus sesuai dengan
syarat awal dan syarat batas yang diberikan. Namun, apabila persamaan diferensial yang diketahui tidak
melibatkan syarat awal dan syarat batas, maka persamaan diferensial tersebut tidak dapat diselesaikan
dengan menggunakan metode transformasi Artion-Fundo.

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji sifat-sifat dari transformasi Artion-Fundo dan
menyelesaikan persamaan diferensial parsial linear (PDPL) menggunakan sifat-sifat dari transformasi
Artion-Fundo. Penelitian ini membahas tentang penyelesaian PDPL orde satu dan orde dua dengan
koefisien konstan yang melibatkan syarat awal dan syarat batas dengan dua variabel bebas.
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Langkah-langkah penyelesaian PDPL orde satu dan orde dua dilakukan dengan mentransformasi
kedua ruas pada PDPL dengan menggunakan definisi dan sifat-sifat dari transformasi Artion-Fundo
sehingga diperoleh suatu persamaan hasil transformasi. Setelah itu, syarat awal PDPL yang diketahui
disubstitusikan pada persamaan hasil transformasi sehingga diperoleh suatu persamaan diferensial biasa
linear (PDBL). Kemudian PDBL yang diperoleh diselesaikan sehingga diperoleh penyelesaian umum
dari PDBL. Selanjutnya syarat batas yang diketahui ditransformasi menggunakan transformasi Artion-
Fundo dan hasil transformasi syarat batas disubstitusikan pada penyelesaian umum sehingga diperoleh
penyelesaian khusus PDBL. Kemudian penyelesaian khusus PDBL yang diperoleh ditransformasi
dengan menggunakan invers transformasi Artion-Fundo sehingga diperoleh penyelesaian dari PDPL.

TRANSFORMASI ARTION-FUNDO

Transformasi Artion-Fundo merupakan salah satu transformasi integral baru yang diperkenalkan
oleh Artion Kashuri dan Akli Fundo pada tahun 2013. Transformasi Artion-Fundo didefinisikan untuk
suatu fungsi f dengan satu variabel bebas.

Definisi 1 [1] Diberikan fungsi f: R - R yang terdefinisi untuk ¢ € R*. Transformasi Artion-Fundo
dari fungsi f didefinisikan sebagai

KIF@) =5 [ F© e de = aw) n
0

dengan v € (—kq, k,) adalah variabel dalam transformasi Artion-Fundo untuk k; > 0 dan k, > 0
dengan k4, k, € R.

Transformasi Artion-Fundo dari fungsi f dinyatakan dalam notasi K[f(t)] dengan K adalah operator
transformasi Artion-Fundo. Transformasi Artion-Fundo dalam Persamaan (1) juga dapat dinyatakan
dalam bentuk persamaan

KIF(©)] = vf Fw?t) et dt
0

Transformasi Artion-Fundo untuk beberapa fungsi dasar disajikan dalam Tabel 1.

Tabel 1. Transformasi Artion-Fundo Beberapa Fungsi Dasar

No. f@® A(v) = K[f(D)]
1 a av
2 t", n=0,1,2,- nlp2ntl
v
3 at -
€ 1—av?
3
4 sinat _aw
1+ a?v?
5 t v
cosa 1+ a?v*
3
6 sinh at _w
1—a?v?
7 hat v
cosha 1 azpt
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SIFAT-SIFAT TRANSFORMASI ARTION-FUNDO

Transformasi Artion-Fundo suatu fungsi f dapat lebih mudah diperoleh dengan menggunakan sifat-
sifat transformasi Artion-Fundo. Sifat-sifat dari transformasi Artion-Fundo dinyatakan dalam teorema-
teorema berikut ini.

Teorema 2 Jika K[f (t)] = A;(v) dan K[g(t)] = A,(v), maka untuk sebarang konstanta a, b, dan ¢
berlaku

Klaf (©)] = aA(v)
K[bf(t) £ cg(©)] = bA1(v)  cA (V)

Bukti:

[oe]

a. Klaf(t)] = f af () e dt

0

= b(%f f(® e‘viz dt)
0

= aK[f ()]
= aA(v) [

K[bf(t) £ cg(®)] = f (bf(®) £cg(®)) e 7 de

o]

=b<%f £(6) e dt J_r(:(%f g(®) e dt
0

0

= bK[f ()] + cK[g(t)]
= bA,(v) + cA,(v) ]

Teorema 3 Jika K[f(t)] = A(v), maka untuk sebarang konstanta a berlaku

1 v
K[e®f(t)] = N ava (\/1 — avz)

Bukti:
_(1-av?)t
Kle®tf (1)) = f fOe 7 de @
Misalkan w = (1 — av?)t, maka dt = T av? sehingga Persamaan (2) menjadi
1 r w w o dw
at - -z
Kle®f(0] = v_[ f avz) ¢ T - av?
0

B K[1 vzf(1 - avz)]

1
=\/1—ava(\/1—vav2> .
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0 ,0<5t<a

flt—a), t>a maka untuk sebarang konstanta

Teorema 4 Jika K[f(t)] = A(v) dan g(t) = {
a dan a > 0 berlaku

Klg(®)] = e #A(w)
Bukti:

[oe]

Klg(] = - [ o e a
0

=%ff(t—a)e_v%dt 3)

Misalkan t — a = k maka dt = dk sehingga Persamaan (3) menjadi
17 _kra
KIf(t — @)H(t — a)] = ;f fk) e dk
0

= e KIf ()]
= e_v%A(v) |

Teorema 5 Jika K[f(t)] = A(v), maka untuk n = 1,2,3 --- berlaku

A & 1 drF(0)
T pn _sz(n—k)—l dtk
k=0

drf(6)
o

Bukti:
Pembuktian Teorema 5 dilakukan menggunakan induksi matematika.

Misalkan P adalah pernyataan

K[d"f(t) _A(v)_”i 1 d()

dtm T op2n p2m-k)-1 ¢k
k=0

1) Akan ditunjukkan P bernilai benar untuk n = 1 atau K [ >

df®| _Aw) f(0)
dt | v2 '

df@©] _1(dfe _s
K|~ae _Eof a ¢

1 ot 1 _t
= Jim | (Gr@e )| + 5] ro e ar
0
0

1{1¢ e 1
-|s[roeFa -0
0

_A®) _fO)

v2 v

, maka terbukti bahwa P bernilai benar untuk n = 1.

Karena K [df(t)] _ A(w)  f(0)
dt vz
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q-1
dif@©)| _A(w) 1 d*f(0)
- 24 N kZ vz(q

2) Diasumsikan P bernilai benar untuk n = g atau K [ ard s

dif (t)

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa P bernilai benar untuk n = q + 1. Misalkan Y (t) = T

dengan K[y(t)] = ¥ (v), maka

[dq“f O _ [dw(t)

dta+l dt
Y0 PO
T 2 v
1 [AWw) © 1 dkFO)\  1/d9F0)
T2 W_RZUZ(q—R)—l dt* _5< dta )
=0

q
_ A) Z 1 d*f(0)

T p20e+D) L p2((@+D-K)-1 di

dIF@)] AW i 1 d*f)

dta+1 _vZ(Q+1)_k_0v2((q+1)—k)—1 dtk

Karena K [ , maka terbukti bahwa P bernilai

benar untuk n = q + 1.

Dari pernyataan 1) dan 2) dapat disimpulkan bahwa Teorema 5 terbukti.

Teorema 6 Jika K[f(t)] = A(v), maka untuk n = 1,2,3 -+ berlaku

tt ot
K bfbfu-bff(r) dt" | = v*"A(v)
Bukti:

Pembuktian Teorema 6 dilakukan menggunakan induksi matematika.

Misalkan R adalah pernyataan
tt ot
K jf -~-_[f(r) dt" | = v*"A(v)
00 0
t
1) Akan ditunjukkan R bernilai benar untuk n = 1 atau K f f(@) dr| = v?A(W).
0
dh(t)

dt

Dengan menggunakan Teorema 4 untuk n = 1 diperoleh

t
Misalkan h(t) = ff(r) dt , maka = f(t) dan h(0) = 0, dan misalkan K[h(t)] = H(v).
0

dh(®)] _ H() h(0)
KT =K[fO]l = 2 —T—A(U)
SHD O )
v v

& HWw) = v?4A(v)
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dh
k|0 = ki) = KIro) = v24()
t
oK ff(r) dr| = v2A(v)
0
Karena K f f(@) dt| = v?A(v), maka terbukti bahwa R benar untuk n = 1.
0

2) Diasumsikan R bernilai benar untuk n = r atau K

[ [ [ro drr] e,

tt ot
Akan ditunjukkan bahwa R bernilai benar untuk n = r + 1. Misalkan w(t) = f f f f(r)dt"
00 0

dengan K[w(t)] = Q(v), maka

t t t t
r+1
[[-fjroe

K =K

t
bf w(t) d‘[]

= v2Q(v)
= v2(v?"A(v))

— v2(r+1)A(v)

Karena K

tt tt
f f f f f(@) dr ”1‘ = v2("+1) A(v), maka terbukti bahwa R bernilai benar untuk
00 00

n=r+1.

Dari pernyataan 1) dan 2) dapat disimpulkan bahwa Teorema 6 terbukti.

Teorema 7 Jika K[f(t)] = A, (v) dan K[g(t)] = A,(v) dan h(t)= j f(r)g(t—7)dz, maka
0

K[h(D)] = vA;(v)A,(v)
Bukti:

o]

K[h(®)] = f h(t) e vz dt

0

[oe]

t
=%f (ff(r)g(t—r) dr>evt2dt )]
0 \0

Misalkan w =t — 7, maka dt = dw sehingga Persamaan (4) menjadi

[oe]

K[h(t)] = ff(r) e v? drf gw)e 7 dw

0

= v K[f(®O)] K[g(®)]
= vA;(v)A4,(v) u
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INVERS TRANSFORMASI ARTION-FUNDO

Definisi transformasi Artion-Fundo menyatakan bahwa tranformasi fungsi f adalah suatu fungsi
yang dinyatakan dalam notasi A(v). Apabila transformasi dari suatu fungsi diketahui, maka hasil inversi
fungsi transformasi tersebut akan menghasilkan fungsi asal.

Definisi 8 [1] Jika A(v) = K[f(t)] adalah transformasi Artion-Fundo dari f(t), maka f(t) adalah
invers dari transformasi Artion-Fundo A(v) yang dinotasikan dengan

K~HAW)] = f(®)

dan K~ adalah operator invers transformasi Artion-Fundo.

PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL PARSIAL LINEAR

Transformasi Artion-Fundo dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial
linear (PDPL). PDPL yang ditransformasi menggunakan transformasi Artion-Fundo akan direduksi
menjadi persamaan diferensial biasa linear (PDBL). Penyelesaian PDPL diperoleh dengan melakukan
inversi terhadap penyelesaian PDBL dengan menggunakan invers transformasi Artion-Fundo.

Contoh 9 Persamaan diferensial parsial linear tak homogen orde satu
Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial yang dinyatakan dalam persamaan

0z 62_1 ¢ s
ox ot °© )

dengan syarat awal z(x, 0) = x dan syarat batas z(1,t) = 2 —e~t.
Penyelesaian:

Kedua ruas Persamaan (5) ditransformasi dengan menggunakan transformasi Artion-Fundo sehingga
diperoleh

0z(x,t) 0z(x,t) _t
K[ax -K|—; = K[1] - K[e ]
- dZ(x,v) (Z(x,v) z(x,0)\ v 6
dx v? v VT T2 ©)
Dengan mensubstitusikan syarat awal z(x, 0) = x pada Persamaan (4.6) diperoleh
dZ(x,v) 1 Z(ev) = v3 X .
dx P2 eV =TT )

Selanjutnya Persamaan (7) diselesaikan dengan menggunakan metode Lagrange sehingga diperoleh

3 x
Z(x,0) = — VNt
X,V — T2 )¢ x

e v?
1 f( v3 _x 1 _12>d N C
=— e v ——xe v |dx e
e_v_z 1+172 v e—v—z
1 v> _x gy —X C
= 11 .2¢ v+ (vx +v°)e v |+ —=
e v? v e v?
X
=v-17 >+ vx + Ce? (8)

Persamaan (8) adalah penyelesaian umum dari Persamaan (7). Selanjutnya syarat batas yang diketahui,
yaitu z(1,t) = 2 — e~ ¢ ditransformasi menggunakan transformasi Artion-Fundo sehingga diperoleh
K[z(1,)]=K[2—e ] = Z(1,v) = 2v — 9)

v
1+v2
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Dengan menggunakan Persamaan (9), maka dari Persamaan (8) diperoleh C = 0, sehingga diperoleh
penyelesaian khusus Persamaan (7) yaitu

Z(x,v) =v —

v
1702 + vx (10)
Kemudian Persamaan (10) ditransformasi menggunakan invers transformasi Artion-Fundo sehingga

diperoleh
v

1+ v2

K Z(x,v)] = K~ '[v] — Kt [ ] + xK~1[v]

oz(xt)=1—et+x
Jadi, penyelesaian Persamaan (5) dengan syarat awal z(x,0) = x dan syarat batas z(1,t) =2 —e~*t
adalah z(x,t) =1—et +x.

Contoh 10 Persamaan diferensial parsial linear homogen orde dua
Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial yang dinyatakan dalam persamaan

0%z 0%z
4= =575=0 (11)
dengan syarat awal z(x,0) = 4sinmx + 3 sin 2mx — 2 sin 3wx, dan z,(x,0) = 0 serta syarat batas
z(0,t) = z(1,t) = 0.

Penyelesaian:
Kedua ruas Persamaan (11) ditransformasi dengan menggunakan transformasi Artion-Fundo sehingga
diperoleh

0%z(x,t) 0z%(x, )|
[ axz | [ e |~ KOl
d’Z(x,v) (Z(x,v) z(x,0) 1dz(x,0)\
=4 dx? _< vt v3 v dt >_0 (12)

Dengan mensubstitusikan syarat awal z(x,0) = 4 sinmx + 3 sin 2mx — 2 sin37wx dan z.(x,0) =0
pada Persamaan (12) diperoleh

d?Z(x,v) 1 200 = 4 sinmx + 3 sin 2mx — 2 sin 3mx 3
dx? gpr 2V = 4p3 (13)
Penyelesaian homogen untuk Persamaan (13) adalah
Zp(x,v) = Ciez? + C,e 22 (14)

Selanjutnya Persamaan (7) diselesaikan menggunakan metode variasi parameter, sehingga penyelesaian
umum Persamaan (13) adalah

( 4sinmx+3sin2nx—2sin 31Tx) e X
4p3

X
Z(x,v) = —ez? f T dx+C
(-3%)
. (_ 4sinmx+3sin 2mx—2sin 31'rx) 6’2%
+e 2?2 f dv? dx + C,

1
(=)
_ 2v(2nv? cos(nx) + sin(mx)) | 3v(4nv? cos(2mx) + sin(2mx))
a 1+ 4m2v* 2(1 + 16m2v%)

v(6mv? cos(3mx) + sin(3mx))  2v(sin(mwx) — 2mv? cos(mx))
B 1+ 36m2v* + 1+ 4m2vt
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3v(sin(2mx) — 4nv? cos(2mx))  v(sin(3mx) — 6mv? cos(3mx))
2(1 + 16m2v%) 1+ 36m2v*

X X

—Ce2? + Cye 22

x  4usin(mx) 3vsin(2mx) 2vsin(3mx)

260) = et 4 e et T e 1 St (1)
Selanjutnya syarat batas yang diketahui ditransformasi menggunakan transformasi Artion-Fundo.
a) Untuk syarat batas z(0,t) =0 :
K[z(0,0)] = K[0] & Z(0,v) =0
sehingga dari Persamaan (15) diperoleh
Z0V) =C+C, = C,+C, =0 (16)
b) Untuk syarat batas z(1,t) =0 :
K[z(1,0)] = K[0] & Z(1,v) =0
sehingga dari Persamaan (15) diperoleh diperoleh
Z(1,v) = C1e2%+Cze_2%<:> C1€2%+C26’_2% =0 (17)

Dari Persamaan (16) dan (17) diperoleh C; = 0 dan C, = 0, sehingga diperoleh penyelesaian khusus
Persamaan (13) yaitu
4vsin(mx) 3vsin(2mx) 2vsin(3mx)
Z = - 1
V) = T et T T Ton?v? 14 36m707 (18)
Kemudian Persamaan (18) ditransformasi menggunakan invers transformasi Artion-Fundo sehingga
diperoleh

v sin(mx)

K1z =4K"1

_, | vsin(2mx) _1 | vsin(3mx)
1+ 16m2v* 1+ 36m2v*

< z(x, t) = 4sin(mx) cos(2mt) + 3 sin(27mx) cos(4mt) — 2 sin(3mwx) cos(67t)

Jadi, penyelesaian dari Persamaan (11) dengan syarat awal z(x, 0) = 4 sinmx + 3 sin 2mx — 2 sin 3nx
dan z.(x,0) = 0, serta syarat batas z(0,t) = z(1,t) =0 adalah z(x,t) = 4sin(mx) cos(2mt) +
3sin(2mx) cos(4mt) — 2 sin(3mx) cos(6mt).

PENUTUP
Dari hasil penelitian ini dapat disimpulkan bahwa:

1. Sifat-sifat transformasi Artion-Fundo yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial
parsial linear orde satu dan dua adalah sebagai berikut:

. . 0%z(x,t)
a. Transformasi Artion-Fundo dari “oxz adalah
0%z(x,t)| _ d*Z(x,v)
O0x? T dx?
. . 0%2(x,t)
b. Transformasi Artion-Fundo dari oot adalah

K[azz(x, ] i(Z(x, V) _Z(x, 0))

axot | dx v2 v
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. . 0%z(x,t)
c. Transformasi Artion-Fundo dari T adalah

[azz(x, )] Z(x,v) z(x,0) 1dz(x,0)

dt2 o p v3 v dt
. _0z(x,t)
d. Transformasi Artion-Fundo dari F adalah
K 0z(x,t)|  dZ(x,v)
0x T dx
o . 0z(x,t)
e. Transformasi Artion-Fundo dari adalah

0z(x,t)] Z(x,v) z(x,0)
K = -
[ ot v? v

f. Transformasi Artion-Fundo dari z(x, t) dan s(x, t) adalah

Klz(x, )] = Z(x,v) = %f 200t) e dt dan K[s(x, £)] = A(x, v) = %f s(u,t) e o dt
0 0

Transformasi Artion-Fundo dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial
linear dengan koefisien konstan yang melibatkan syarat awal dan syarat batas. Penerapan sifat-sifat
dari transformasi Artion-Fundo dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial linear dengan
koefisien konstan akan mereduksi persamaan diferensial parsial menjadi persamaan diferensial biasa.
Selanjutnya dengan menerapkan invers transformasi Artion-Fundo pada penyelesaian persamaan
diferensial biasa diperoleh penyelesaian dari persamaan diferensial parsial.
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